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. ELEMENTY RACHUNKU

WEKTOROWEGO
W MECHANICE.

H KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI



Skalary i wektory w mechanice

1. Skalar

2. Wektorijego rodzaje:
 wektor swobodny,

 wektor posuwny.

3. Dziatania na wektorach:

* mnoZenie wektora przez liczbe,
« dodawanie wektoroéw,

* iloczyn skalarny wektorow,

* iloczyn wektorowy wektorow.
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Skalar

Skalarami nazywamy wielkosci, dla oznaczenia ktorych
potrzebne jest podanie jednej liczby, opisujace) jej miare.
Przyktady: objetosc¢, masa, temperatura, gestoSC, praca,
potencjat itp.
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Wektor | jego rodzaje

cos” & + cos’ ﬂ+cos2 y =1
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Mnozenie wektora przez liczbe
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Dodawanie wektorow

dodawanie dwoch wektorow:

odejmowanie wektorow:
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Dodawanie wektorow

dodawanie n wektorow:

S
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lloczyn skalarny wektorow

lloczyn skalarny dwoch wektorow: Wi I Wy

Wy cosa | ﬁ/l y ﬂ/z — W1W2 COS X

-

W Wy = Wi Wy T W, Woy, T W, W),
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lloczyn skalarny wektorow

iloczyn skalarny jest przemienny:

iloczyn wektoréw prostopadtych:

iloczyn wektoréw jednakowych:
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lloczyn wektorowy dwoch wektoréw W= W X W,

-4
i ]k

W= W X Wy =Wy Wi, WM

| i y Wox W2y, Wpg

il

X Modut wektora 1/_{/, wW=ww,SIn«&

Wektor 1/_{/ jest prostopadty do wektorow ~ Wq l W»
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lloczyn wektorowy nie jest przemienny. 1/_(/1 X VT/Z — —VT/Z X Vvl

Wi X W,
V_‘;Z
‘/_‘}1
Wy X Wy o
lloczyn wektorowy dwach jednakowych wektorow. wxw =0
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Funkcje wektorowe

Wektory mogag byc¢ state i zalezne od czasu. Wektory zalezne od czasu
tworzg funkcje wektorowg czasu: W= W(t)

hodograf funkcji wektorowej
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Pochodna wektora

() _ A
dt At—0 At
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Kierunek pochodnej wektora o state] dtugosci

| (t)]2 = w ()= w?*()= const

~ 2
:>dw _ 0
dt
= 2w d—W:O:>m7 w =0
dt
= w 1L w
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Il. PODSTAWOWE PRAWA
MECHANIKI. OGOLNE ZASADY
STATYKI.
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PODSTAWOWE PRAWA
MECHANIKI.
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Pierwsze prawo Newtona

Jezeli na ciato nie dziatajq zadne sity lub sity dziatajgce rownowazq sie, to
ruch tego ciata przebiega niezmiennie, tzn. jest on spoczynkiem lub co
najwyzej ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Drugie prawo Newtona

Sita dziatajgca na ciafo wywotuje zmiane predkoSci, czyli nadaje ciatu
przySpieszenie. PrzySpieszenie to jest wprost proporcjonalne do
przytozonej sity.

Trzecie prawo Newtona

Jezeli ciato A wywiera na ciato B pewnq site, to wzajemnie, ciafo B
wywiera na ciafo A site rowng co do wielkoSci i kierunku, lecz przeciwnie
skierowana.
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Prawo czwarte

Jezeli na punkt materialny o masie m lub ukfad punktow materialnych dziafa
jednoczesnie kilka sit, to kazda z nich dziata niezaleznie od pozostatych, a
wszystkie razem dziatajq tak, jak jedna tylko sita rowna wektorowej sumie
wektorow danych sit.

d n R n_oo _
— |=> P =P
DL RPN

i=1

Prawo piate ( grawitacji)

Kazde dwa punkty materialne przyciggajg sie wzajemnie z sitg wprost
proporcjonalng do iloczynu ich mas, i odwrotnie proporcjonalne do kwadratu
odlegfoSci miedzy nimi. Kierunek sity lezy na prostej tfgczgcej te punkty.

m,m,

2
r

P=k
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lll. STATYKA
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Statyka jest dziatem mechaniki i bada warunki rownowagi sit (czynnych
| biernych) znajdujacych sie w stanie rownowagi, dziatajgcych na
punkt materialny lub zbiér punktow materialnych wzgledem uktadu
odniesienia.

Metody rozwigzywania zadan stosowane w statyce:

* metoda wykreSina,
* metoda analityczna,
* metoda wykreSino-analityczna.
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Aksjomaty statyki:

1.Zasada rownolegloboku - dowolne dwie sity i przylozone do jednego
punktu O mozna zastqpic jednq sitq , przytozonq do tegoz punktu i bedqcq
wektorem, ktorego miarq jest przekqtna rownolegtoboku zbudowanego na
wektorach sit sktadowych.
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2. Zasada rownowagi dwach sit - dwie sity dzialajqce na ciato sztywne sq w
rownowadze, gdy dziatajq wzdtuz jednej prostej, sq rowne i przeciwnie
skierowane.

3. Zasada réwnowaznosci - dzialanie dowolnego uktadu sit przytozonych do
ciala sztywnego nie ulegnie zmianie, jesli dodamy do niego inny dowolny
uktad sit, ale rownowazny zeru (uktad sit rownowazqcych sie).
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4.Zasada zesztywnienia - rownowaga sit dziatajqcych na ciato odksztatcalne
nie zostanie naruszona przez zmiane go na ciato sztywne. Zasada ta moze by¢
stosowana w ograniczonym zakresie i pod pewnymi warunkami.

5. Zasada dziatania i przeciwdziatania - kazdemu dzialaniu towarzyszy rowne
co do miary, lezqce na tej samej prostej i przeciwnie skierowane
przeciwdzialanie.
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6. Zasada oswobodzenia z wiezow - kazde ciato nieswobodne mozna
umownie oswobodzi¢ z wiezow, zastepujqc ich dziatlanie sitami, zwanymi
sitami reakcji i rozpatrywac je jako ciato Swoba\cine, na ktore dziatajq sity
czynne i sity reakcji wiezow.

AY
P A
—>
A4 —
R
B B
uktad rownowazny F F v
metoda przeciec
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STOPNIE SWOBODY, WIEZY
| UWALNIANIE OD WIEZOW.
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Stopnie swobody okreslajq liczbe wspotrzednych koniecznych
i wystarczajqcych do wyznaczenia potozenia punktu materialnego lub
uktadu punktow materialnych w przestrzeni.
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Punkt materialny Stopnie swobody :

trzy liczby okreslq potozenie punktu materialnego

—

/ - trzy stopnie swobody

Odcinek
r A piec liczb okresla polozenie odcinka AB
0 o v - pie¢ stopni swobody
Cialo sztywne
(I; B szesc liczb okresla potozenie ciata sztywnego
~» - szeS¢ stopni swobody
4 b\/’

translacja — » , rotacja

Z
oL~ ,
Y
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Sity dzialajace na ciato sztywne dzielimy na:
* sity czynne,
* sity reakcji (sity bierne).

Wiezy tworzq warunki ograniczajqce ruch ciata w przestrzeni,
dzielimy je na: obustronne, jednostronne, wewnetrzne, zewnetrzne
i idealne (bez tarcia).

Rodzaje niektorych podpor stosowanych w praktyce:

Przegub kulowy Przegub walcowy
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Podpora przegubowa i przegubowo- przesuwna

pret
przegubowy
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IV. ROWNOWAGA STATYCZNA
PUNKTU | UKLADU PUNKOW
MATERIALNYCH.
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Moment sity

Wektor polozenia i sita

F=xi+yj+zk=(xyzy P=P i+P, j+P k=(P,P,P)

z,l

Moment sity wzgledem punktu O

Pk

M 0o="r xP=|x y z
P, P, P

Moment sity wzgledem osi [

M, :Mocos;/l;
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Przeksztatcenia momentu sity

A
Me=F'xP=(F+7))xP=
// ‘ FXP‘F?OXP:M()"‘Mc(P)
M 0 //Mc(ﬁ) _
Moment sity wzgledem nowego
bieguna C jest rowny momentowi

sity wzgledem bieguna pierwotnego
O plus moment wzgledem nowego
bieguna C sity (P), przeniesionej
do punktu O.

>

Y

biegun pierwotny
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Zbiezny uktad sit

S

<
[
el
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Zbiezny ukfad sit w rownowadze

W =0
|

S
S
S
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Sity rownolegte o zgodnych zwrotach

C
W_/:/
e W=PR+P,
AD=P2, AD + DB = AB
BD P
__Ah AB, DB = L4
v A+ P A+ P
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Sity rownolegte o przeciwnych zwrotach
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Para sit - nowy element w statyce

Para sit jest uktadem dwodch
sit rownych, rownolegtych i
przeciwnie skierowanych. Nie
da sie jej zastgpiC jedng sita.

e
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plaszczyzna wyznaczona
przez pare sit

Para sit tworzy swobodny wektor momentu.
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Rownolegte przesuniecie sity

Metoda Poinstona
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Sity skosne - sprowadzenie do pary sit i jednej sity

—

K]

para il e e

Uktad dwoch sit skosnych mozna zawsze sprowadzi¢ do
pary sit i sity wypadkowe;.
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Redukcja dowolnego uktadu sit
do sity i pary sit

uktad pierwotny sit uktad zerowy sit

Dodanie
wektorow
zerowych

wektor sumy M,
momentow

<

sit

wektor sumy

Dodanie
wektorow
i par sit
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Rownowaga dowolnego ptaskiego uktadu sit

Uktad ptaski sit (sity lezg w jednej ﬁpfaszczyinie) jest w
rownowadze gdy wektor giéwny uktadu R i moment gtowny Afo
wzgledem srodka redukcji 0 sg rowne zero.

R=W=0. M,=0.
}
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V. TARCIE.
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Tarcie jest zjawiskiem polegajagcym na powstawaniu sit reakcji
na powierzchni kontaktu dwoéch ciat. Sity tarcia przeciwstawiajg
sie potencjalnemu ruchowi. Przyczyng tarcia, przede wszystkim,
jest chropowatos¢ powierzchni.
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T - sitatarcia

£ - maksymalny kat tarcia

stozek
tarcia Tg - tarcie rozwiniete
>
— xr
G
v
< p— —
I <T,=uN I, =Nigp

Warunek spoczynku: ¢ < p
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ZaleznosC miedzy sitg tarcia i sitg czynng

A
T tarcie rozwiniete,
graniczne

Spoczynek>< ruch
1 >
tarcie slizgowe tarcie Slizgowe P
Sl‘a[yczne kine tyczne
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TARCIE TOCZNE.
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Brak odksztatcenia
podtoza i walca

—

N=GiP=T

Warunek braku poslizgu

I'=P< uN =uG

Toczenie walca wywota minimalna sita P.
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Odksztatcalne podtoze ] o _
; - Rownania rownowagi:

N=GiP=T,Ph<Nf

P=T=N%<,UN=,UG

Warunek toczenia walca bez poslizgu:

J
h(ﬂ

Tarcie toczne jest bardziej
korzystne, niz posuyviste.

f— wspotczynnik oporu toczenia — << u

h
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Moment tarcia w

lozysku poprzecznym

Moment tarcia:

R2rx

MszAde-mMy

R
=in2ﬂrdr-r
0

aR?
R
= gjrzdr:z,uG
R” 3

G2 rdodr - v
7R

‘R
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TARCIE CIEGNA O KRAZEK

rownowaga w kierunku x:

—(S+ds) cosd—;Jr,u dN + S cosd—;:O,

= dS = udN

rownowaga w kierunku y:

G dN —(S+dS) sind—;—S sind—zgpzo.
= dN =S8dg

porownujgc rownania rownowagi

L . otrzymujemy rownanie rozniczkowe:
N dS =pu-Sdo
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Rozdzielajgc zmienne w rownaniu rézniczkowym mamy:

dsS

L - udo.
o= udg

Catkujgc powyzsze roéwnanie otrzymujemy wzor na site
napiecia w linie:

InS=up+InC — §= C-exp(,ugo).

Statg C wyznaczamy z warunku brzegowego:

p=0,85=G —— C=0G.

Napiecie w dowolnym punkcie ciegna wynosi:

S =G -exp(up)
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Przyktad. Sita P potrzebna do podniesienia ciezaru o masie m

mg
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VI. WIADOMOSCI WSTEPNE
Z WYTRZYMALOSCI
MATERIALOW.
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abkwbh =~

. Cele nauki o wytrzymatosci materiatow.
Przedmiot badan wytrzymatosci materiatow.

Elementy konstrukcyjne.
Pojecia podstawowe.
Zasady wytrzymatosci materiatow:
«Zasada de Saint-Venanta,
«Zasada superpozyciji.
Rodzaje napre¢zen:
*Rozciaganie i sciskanie,
Scinanie,
«Skrecanie,
«Zginanie,
*Stany naprezen.

. Podstawy projektowania.
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Ad-1. Cele nauki o wytrzymalosci materialow

Badanie zachowania si¢ materialow | Kkonstrukcji z nich
wykonanych pod wptywem dziatajacych na nie réznych
obciazen zewngtrznych. Uwzglednienie ich zdolnosci do
odksztatcen. Poznanie odpowiednich metod obliczeniowych.
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Ad-2. Przedmiot badan wytrzymalosci materialow

Przedmiotem badan wytrzymatosci materialow sa modele ciat
statych, zblizonych wlasnosciami do ciat rzeczywistych.
Modele ciat stosowane w wytrzymatosci materiatow :
ciala jednorodne - wlasnosci fizyczne i struktura
niezmienna w objetosci ciata,
eciala izotropowe - wlasnosci fizyczne ciatl nie

zaleza od kierunku,
* ciata anizotropowe — wtasnosci fizyczne ciat

zalezg od kierunku.
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Ad-3. Podstawowe elementy konstrukcyjne
badanych cial:

* blok - wszystkie wymiary ciala sa tego samego rzedu,
 plyta - dwa wymiary przewazaja nad trzecim,
« pret (belka, stup, 08, wal, ciggno) — jeden wymiar przewaza
nad pozostatymi.
(Os preta: miejsce geometryczne srodkow ciezkosci przekrojow
poprzecznych)
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Ad-4. Pojecia podstawowe

- obcigzenia zewnetrzne
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- obcigzenia wewnetrzne

. naprezenie styczne napreZenie

napreZenie

T=p cosa o=p sina
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Ad-5. Glowne zasady wytrzymalosci materialow

e Zasada de Saint-Venanta

Jesli na pewien niewielki obszar ciata sprezystego w rownowadze
dziatla jq statycznie rownowazne obciqzenia (sity skupione),

to w odleglosci od obszaru przewyzszajqcej wyraznie jego rozmiary,
powstajq praktycznie jednakowe stany naprezenia i odksztatcenia.

naprezenia skupione naprezenia rownomierne
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« Zasada superpozyciji:

Skutek w okreslonym miejscu i kierunku, wywotany przez zespot przyczyn
dziatajqcych rownoczesnie, mozna uwazac za sume algebraiczng skutkow

wywotlanych w tym miejscu i kierunku przez kazdq przyczyne z osobna.
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Ad-6. Rodzaje naprezen

* rozcigganie i sciskanie

Aﬁplaszczyzna przeciecia

sity wewnetrzne

Na pret dziataja dwie sity rowne, przeciwnie skierowane

| dziatajace wzdtuz osi preta.
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* scinanie technologiczne:

Pod wplywem szczegolnego obciagzenia zewngtrznego elementu
konstrukcji moga powstawac naprezenia styczne.

powierzchnia
Scinana

—

/
\“‘ H

/ : a

/ S

| j H
A Aiaiddidia
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 skrecanie:

Powodowane jest dziataniem dwoch par sit przytozonych do preta w
dwoch réznych ptaszczyznach prostopadtych do jego osi. Moment taki
nazywamy skrecajgcym.

P

Plaszczyzna
tnqca
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* Zginanie:
P P

- ‘ plaszczyzna
A przeciecia

’ > <

P P { P
. ‘ plaszczyzna
A przeciecia
o

max (rozciqganie) _
| M, =PI
&

—O ax (Sciskanie)

>
P

Na belke dzialaja dwie pary sit w ptaszczyznie belki,
w przekroju belki powstaja zmienne napre¢zenia normalne.
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* stany naprezen:

Xs C

X

11ttt

um&,

x

jednoosiowy

t f’?h‘?ﬂ

-} ; -
-+ : I
q_
.1_
- —
9]
- —
Yo -
-+ —=
+— S
< —
.
-
.d_ I
-— .-
‘_ _-'
‘_
.‘_ _'
- —

T T
otaski

™

przestrzenny
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Ad-7. Podstawy projektowania

Projektowanie konstrukcji oparte jest na spetnieniu dwoch
gtobwnych warunkow: wytrzymatosci i sztywnosci.

Stan Naprezenia Warunki
obcigzenia dopuszczalne sztywnosci
rozciaganie o. <k c<l¢g
lub $ciskanie rie =T dop

$cinanie r < k <
lub skrecanie £,S ¥ = Pdop
zginanie o < kg y < fdop
C,.; Ty O - naprezenia: rozciggajgce (sciskajace), scinajgce
’ zginajace,
& @, Y - odksztatcenie rozciggajace (Sciskajace) i skrecajace,
ugiecie
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VIl. ROZCIAGANIE
| SCISKANIE PRETOW.
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Prawo Hooke’a.
Odksztalcenie przy rozciaganiu
| Sciskaniu.
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Odksztatcenie preta przy rozciaganiu.

N

A

- wydtuzenie bezwzgledne preta:

Sity sg rownolegte do osi preta.

Al=1 -1

- Zmiana wymiaroéw poprzecznych:

EPOP

d

A d, -d

d

- wydtuzenie wzgledne preta:

- liczba Poissona:

gPOP
&

lub ¢, =-ve

VvV =
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Prawo Hooke’a:

Pl o
Al=— = &=—
EA E
Al P L . -
g :7; o) =7 wydluzenie wzgledne i naprezenie normalne
N . : ,
E[W} - modut sprezystosci przy rozciaganiu (modut Younga )
4 P A 2P i, P
Al 2AI L LA
u A ‘
P I B o
| > - - AT
LAl “—
1 e -
- przyktady rozciagania preta
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Proba rozciagania.
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Maszyna wytrzymatoSciowa INSTRON
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Probka rozciagana:

szyjka

ﬁ—/TJ‘

1

< -

A E R
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=R D

E

A

C

Oy B A
Oy A

GM

G,
vy o o»
0 e

Wykres rozciggania preta.
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1. Granica proporcjonalnosci - O 5  ( OA-odcinek linii prostej)

2. Granica sprezystosci -9 s ( AB, po zdjeciu obciazenia probka

nie ma trwalych odksztalcen. Energia nagromadzona w ciele
podczas odksztalcenia (praca odksztalcenia ) zostaje w catosci
zwrocona)

3. Fizyczna (wyrazna ) granica plastycznosci - O ,; (BC, przy tym
naprezeniu nastepuje nagte wydtuzenie probki: o, = sz/Ao

Punkt C jest poczatkiem ptyniecia plastycznego ( probka
wydtuza sie bez wzrostu sity odksztatcajgcej). Dla materiatow
kruchych ten punkt ustala sie umownie o, =0,2%

4. Dorazna wytrzymatosc¢ na rozcigganie R. =P _ /A,

max

wielkos¢ ta jest potrzebna do obliczenia naprezen
dopuszczalnych.
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5. Rzeczywiste naprezenie rozrywajace - o, = P, / A4,

6. Wydluzenie plastyczne po zerwaniu - (/—1,)/I-100 %

7. Przewezenie przekroju poprzecznego

A, — A, d

2
-100% = 1—( rj -100%

0

0

A, - pole najmniejszego przekroju po zerwaniu,

d . - najmniejsza srednica probki w miejscu zerwania.
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Praca odksztalcenia przy rozciaganiu

Praca odksztatcenia okresla odpornos¢ materiatu na uderzenie.

P A
A / A
P, Ly, = j P-d(Al)
Zakres stosowalnosSci 0
prawa Hooke’a :lPA Al
0 Al AZ'

Praca odksztalcenia spr¢zystego bedzie zwrdcona po odcigzeniu preta.
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VIIl. ANALIZA STANU
NAPREZEN.
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Jednowymiarowy stan napre¢zenia.
Dwuwymiarowy stan napre¢zenia.
Trojwymiarowy stan naprezenia.
Uogdlnione prawo Hooke’a.
Odksztalcenia postaciowe a
naprezenie styczne.

abRhwbh -~
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Ad.-1. Jednowymiarowy stan naprezenia
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Zsz—axA+Ja cosa + 7, sina =0
cos & cos &
: A
ZPyzaa sina — 7, cosa =0
cos o CoS &
2 _ sin 2«
=0, =0,C08"a I T,=0,——

2

AG,/C,

1,/C

X

10

\ Ga/Gx
0.8 . K
0.6

0.4

A
NN
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Ly ﬁx? Prct jest przekrojony dwiema ptaszczyznami (/) i
( k), obroconymi wzgledem siebie o kat z/2

/ , T
h a, o =a+—
2

~ % - naprezenia w pierwszym przekroju preta (/) sa
/ identyczne jak w wyzej rozpatrywanym przypadku,

/ - - naprezenia w drugim przekroju (k ) wynoszg

; k ! 2 2( 72') )
/ 6, =0_.C0S @ =0,COS OK-I—E =0 _sin” «a,

/ |
sin2| o+~
bidves ,__ sin2a’ 2 sin 2a
o T =0,—F =0, =-0,
x 2 2 2

Napre¢zenia styczne w dwoch wzajemnie prostopadtych przekrojach
Sa sobie rowne co do modutu.
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Ad -2. Dwuwymiarowy stan napre¢zenia

XI o
« T 3 T ?4 Naprezenia w przekroju (k) :

o - [ Przy obciazeniu plytki naprezeniami O,
- - »O0, w tym przekroju naprgzenia normalne
ya - y | styczne sa réwne:

b | = , , , o.sin2a

T e o =0_C08"a, T =

<« = 2

o e K& Przy obciazeni ptytki naprgieniarr_]i o,

> w tym samym przekroju napre¢zenia normalne

% S i styczne sa rowne:

: : " s 2 " O-y Sinza

Liiui o' =o,sma, T =- >
GY
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Calkowite naprezenia normalne:

c=0'+0"=0,cos’a+o0,sin’ a

catkowite naprezenia styczne:

o sin2a o, sin2a o, -0

r=7"+7"= — =
2 2
Wartosci ekstremalne naprezen:
- dla

RY/4

a =7n/4=sin2a =1; a:7:>sin2a:—1

O —O O —O

X Y

r =——> lub 7, =—""——=

max 2 2

Y sin2a

y
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Przekroje, w ktorych naprezenia normalne beda osiagaty
wartosci ekstremalne:

do . .
—=-20, cosasina + 2Gy cosa SIn &

da
= (O'y —Gx)sin2a =0=

20=0 albo 20=n=a=0 albo a:%'

Naprezenia normalne sg najwieksze lub najmniejsze w
przekrojach rownolegtych i prostopadtych do kierunkow

dziatania naprezen o, 1@ O, .
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Kolo Mohra

Koto Mohra stuzy do okreslania naprezen normalnych w dowolnym
ukosnym przekroju nachylonym do ptaszczyzn gtdwnych.

A

T o

(0

‘ Ll

c,=04+AC+CE=0,cos’ a+0,sin’a
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Ad.-3 Trojwymiarowy stan napre¢zen
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Ad.-4. Uogolnione prawo Hooke’a . Zwiazek miedzy
odksztalceniami i haprezeniami wielokierunkowymi.

Korzystajac z zasady superpozycji mozemy napisac:
- wydtuzenie w kierunku x:

& =G"—Vi—vi 1[0 —V(G + o )]

) E IR )

- wydiuzenie w kierunku y:

9, o, O, 1 B
gy—E VE VE E[O' V(O'-I—O')]

- wydiuzenie w kierunku z:

52222—1/0;—1/? 11;[0' —V(O' +0 )]
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Wzgledny przyrost obje¢tosci:
V-V,
O~ (145 +e, f1+6.)-1
VO
Po odrzuceniu matych wyzszego rzedu mamy:

V-V, 1-2v
=&, te, te, = (ax+ay+az)
V, E
Jezeli wszystkie napre¢zenia sa rowne:
V-V, _ 1-2v .
V, E

Wspotczynnik sprezystosci objetosciowej (wspoiczynnik scisliwosci

Sprezystej): i N
K=—2 = S oc=K—"—
AVIV, 3(1-2v) v,

Dla materiatu niescisliwego (v — o_s)wspélczynnik scisliwosci K — oo
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Ad.-5 Odksztalcenia postaciowe a naprezenie styczne.

Czyste scinanie

X

TRy

Naprezenia w przekroju ab przy czystym
scinaniu sg rowne:

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

> <
< o, +0

g <« oc=—2>=0, o, =—0,,

—p « 2

> « © o,.—C

0) X y .

v opd L, T= sin2a # 0.

> « )

o T Jaka wystepuje zaleznos¢ miedzy

N « odksztalceniem katowym a skroceniem
L : < wzglednym przekatnej db lub |

> 3 bl wydtuzeniem wzglednym przekatnej ac .

vvvey Hc}x vvy
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Wydtuzenie potowy przekatne;
| potowy boku kwadratu:
aa’zﬂzi(lﬂ/) ad=a'd'

2 2E
_ac 1 ,d'a 1
V2 2 PO

Dlugo$¢ odcinka a'e

4 ,:aa': o, "
a'e \/5 Z\EE( V)

Kat odksztatcenia postaciowego:
v a'e 0'x(1+v)2x/§ _ Oy |
2_pa'_ 2\/§E _E(+V)

20
E

ad

“(1+v)="2(14v) )

/4
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W stanie czystego scinania wprowadzamy pojecie wspoiczynnika
sprezystosci postaciowej G, ktory nazywany jest modutem
Kirchhoffa. Wspotczynnik ten jest rowny stosunkowi sprezystego
odksztalcenia postaciowego ) do naprezenia stycznego T .

Prawo Hooke’a dla czystego scinania:

7/:5

Zaleznos¢ miedzy modutem Younga i wspotczynnikiem
sprezystosci postaciowej wynika ze wzoru (*)

E
G =
2(1+v)
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IX. SKRECANIE WALOW.
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Skrecenie walu powstaje pod wptywem dziatania dwoch par
sit o przeciwnych zwrotach , znajdujacych si¢ w dwoch
roznych ptaszczyznach prostopadtych do osi watu i
oddalonych od siebie o /.

Model skrecania watu

Kgtem skrecenia watu @ nazywamy kat, o jaki obrocg sie
wzgledem siebie przekroje prostopadte do osi watu i oddalone o |,
do ktdrych przytoZzone sq momenty 8krecajgce
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Zatozenia modelowe:

* 08 watu pozostaje liniq prostq,

* tworzqce, poczqtkowo rownolegte do osi watu, po skreceniu

przyjmujq ksztalt linii sSrubowej nachylonej pod kqtem V ;

* prostokqty przeksztatcajq sie w rownolegtoboki,

* okregi na powierzchni watu zachowujq swoj ksztatt i nie zmieniajq
swojej Srednicy, przekroj czolowy dalej jest ptaski;

* promienie przekrojow czotowych po odksztatceniu watu dalej sq
plaskie;

* przekrdj utwierdzony jest nieruchomy, pozostate przekroje
obracajq sie dookota osi watu, kqt obrotu wzgledem siebie
dwoch dowolnych przekrojow jest wprost proporcjonalny do
odleglosci miedzy nimi,

* odleglosci pomiedzy przekrojami jest stata.
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Zwigzek miedzy odksztatceniami i naprezeniami watu:
dXx

< % Porownujgc diugosc tuku bb’

ydx=rdgo—>7/:rd—(p

dx

podobnie dla mniejszego
promienia p:

do

7 » dx=pd¢—>yp=pdx
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Zgodnie z prawem Hooke’a
naprezenia styczne okreslajg wzory:

ro=Gy=Gr® ©,=Gy,=Gp="

Suma elementarnych momentow

dx

stycznych wynosi'

M. pgmj@);m ﬁwj

:Gd_¢JO , gdzie J, jest biegunowym
momentem bezwtadnosci.

Przeksztatcajgc dalej otrzymujemy
wzOr na kat skrecenia na dtugosci /:

do
dx

dp M,

dx

GJ,

—>go:_[

¢ M. dx M

) G1,  GJ,

KAPITAt LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

PROJEKT FIMAMSCAMWAMY
ZE SRODKOW UINI ELROPEJSKIE) | BUDZETU PANSTWA



Naprezenia styczne w zaleznosci od momentu skrecajgcego
okreslajg wzory
M. p . M r
- l Tmax -
g JO ‘]0

T

Wprowadzajac wskaznik wytrzymatosci przekroju przy skrecaniu.:

Warunki wytrzymatosciowe ze wzgledu na naprezenia
dopuszczalne i sztywnosc¢ sg odpowiednio rowne:

M S Ml
max WO t ¢ GJO

S ¢d0p >

gdzie &, jest dopuszczalnym naprezeniem na $cinanie,
a Pap dopuszczalnym katem skrecenia.
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Skrecanie watow obrotowych

Wat obrotowy o promieniu 7 przenosi moment M i moc V.

Strumien pracy L (moc ) przenoszony przez wat jest rowny:

N:L:d_L,
dt

Srednia moc:

N:£:2Prgp:M¢:Mw:M27m
4 4 4 60

gdzie n oznacza ilos¢ obrotow na minute.
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Sprezyny

=
—

g
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M,=P-R Superpozycja naprezen stycznych

oS sprezyny
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X. ZGINANIE PRETOW
(BELEK) PROSTYCH.
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Moment zginajacy | sita poprzeczna:

Cl b
() vt
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Wykresy momentow zginajgcych i sit poprzecznych:

P

przedziat: 0<x, <a

R T M )=R x < P0=4)
< ! >
P\l -
T(xl):RA = (l a)
x?
| przedziat: a <x, </
TA
w| | e . X
y °© RB;
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Zaleznosci rozniczkowe pomiedzy obcigzeniem zewnetrznym, sitg
poprzeczng i momentem zginajgcym.

) g=q(x)
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Zaleznosci rozniczkowe pomiedzy obcigzeniem zewnetrznym,
Sitg poprzeczng i momentem zginajgcym.

3 X =T(x)—gdx—(T(x)+dT(x)) =0
M (x) v YWy v M (x)rdm — dz)(cx) _ —c](x)
(:x) T l”x)“:) X ]
’ ZM():T(x)dxﬁLM(x)—qu?x
Jx, ~(M(x)+aM (x))=0
dM (x dzM(x) B dT(x) -
= d)f - Ix) = g2 " a - —4(x)
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Naprezenia i odksztatcenia przy czystym zginaniu,

.: . -

>P=[cd4=0. SM,=M,~[yc,dd=0"
A A
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Zmiana dtugosci wtokna elementu:

ds+d(ds)=(p+y)da

Wydtuzenie witdkna wynosi:

<
P
Vi
VY

i) ds J° " d(ds)=(ds+d(ds))—ds =(p+ y)da
g —pda = yda
arsina Wydtuzenie wzgledne:
Ob%]em oo d(ds) _yda _y
u X ds  pda p

Naprezenie okresla prawo Hooke’a:

.y
T dvd@d) 7TReT ,OE
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Moment zginajacy w przekroju belki jest rowny:

M,=M, :Ejysz -y
ol P
Wzdr na krzywizne zgietej osi belki:
1_M,
p EI
| naprezenie:
o= Aig y

Wz0r powyzszy okresla naprezenie w przekroju belki

w odlegtosci V od osi obojetnej w zaleznosci od zadanego
obcigzenia M, i momentu bezwtadnosci [, przekroju
poprzecznego belki.

E KAPITAL LUDZKI “
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

PROJEKT FIMAMSCAMWAMY
ZE SRODKOW UNI EUROPEISKIE) | BUDZETU PANSTWA



Wskaznik wytrzymatosci na zginanie :

— z _ g
WZ T ’ O max = w < kg .
Y max

Wskazniki wytrzymatosciowe dla réznych przekrojow:

- kofa: 3
w =
32
- pierscienia:
W, = r D*-d*
32 D
- prostokata :
2
.
6
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Linia ugiecia belki

Wielkosc¢ krzywizny okresla sie w geometrii rozniczkowej rownaniem:
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M. >0 d2y<0
(i dx2/<> QM <0
Y Y.

Dodatnim wartosciom momentu zginajgcego odpowiadajg
wartos¢ ujemna drugiej pochodnej linii ugiecia
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Druga pochodna linii ugiecia:

2
d M ,
Y — g Srodek krzywizny jest umieszczony
dx* EI . w kierunku dodatnich 'y

Dwukrotne scatkowanie powyzszego rownania przyjmuje postacie:

dy
dx

1
= ngdX+C1

y:ﬁHJMgdx] dx+Cx+C,

State catkowania wylicza sie z warunkéw brzegowych (zgodnosci) .
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Przyktad: M, =R, x=Px

P dzy _ Mg
v ox, dx* EI
AR, | 2
X dy 1 Px
« > —=—+| Pxdx+C, =- +C
dx E]Z-[ ' 2E
Px’
. l » y= 6ET +Cx+C,
1, X
_— 4
SE1 - wielkosci bezwymiarowe:
j2p ' )’7:)//[, f:x/[

Korzystajac z warunkéw brzegowych otrzymujemy state: ¢, =0,C, =0

Linia ugiecia belki w bezwymiarowej postaci ma postac: iE]Z/lzP = 563/6
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XI. WYBOCZENIE
PRETOW.

KAPITAL LUDZKI “
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

PROJEKT FIMAMSCAMWAMY
ZE SRODKOW UNI EUROPEISKIE) | BUDZETU PANSTWA



Wzor Eulera

fx ZaleznoscC krzywizny osi preta od momentu
zginajgcego: 1 M
y A p o EJ
krzywizne osi preta okresla rownanie:
1 N d*y/dx’
l +
y P \/[1+(dy/dx)2]3
Przyblizone rownanie osi preta:
X M d’y
LR R EI  dx’
F 2 2
M:d y:>d y_ By
M(x)=-P,y EI dx* ~dax*  EI
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Rownanie rézniczkowe

dzy
dx’

Pkr
El

+k’y=0 gdzie k=

bedzie rozwigzane przy warunkach brzegowych:

1°dla x=0=y=0
2°dla x=1=y=0
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Rozwigzanie rownania rozniczkowego

y=C, sinkx+C, coskx

2 2
0 _ nr°El
1’ =C,=0 P, = 2
2 =ki=n-rz - nietrywialne rozwiazanie
(T
da n=1 y=C,sm 7x
Wzor Eulera na site krytyczng
n’n’El
Pkr — 2
[
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Naprezenie w pretach wybaczanych

Naprezenie krytyczne

k , - naprezenie dopuszczalne przy wyboczeniu

n, - wspotczynnik bezpieczenstwa przy wyboczeniu
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Ramie bezwtadnosci | smuktosScC preta okreslajg rownania:
[=4i"=i=

1
A I

a naprezenia krytyczne zaleznosc¢

m’Ei° g7'E  7’E
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Xill. ELEMENTY
KINEMATYKI.
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ZARYS KINEMATYKI
PUNKTU MATERIALNEGO.
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Przedmiotem kinematyki jest geometria ruchu (sam ruch
bez analizy przyczyn jego powstania) punktu materialnego
| uktadu punktow materialnych.
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Potozenie punktu materialnego

+ for
z
N 5 ; ﬁ.-l = :F.-I
- droga i wektor potozenia punktu
A7 7y ‘ materialnego:
y _ .
4 }F - st(t), r:r(t)
i
v ¥
- predkosc i przyspieszenie punktu materialnego:
— dF = e . g e = T,
v =E=r =ix+jy+kz=1iv +jv, +kv,
d’r

=r=iX+jj+ki=ia +ja, +ka,
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Ptaszczyzna scisle styczna

binormalna plaszezyzna
normalna
plaszczyzna ptaszczyzna
prostujqca styczna
styczna

Ptaszczyzna najbardziej ,dopasowana” do rozpatrywanego
toru punktu materialnego.
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Uktad naturalny

plaszczyzna scisle
7 styczna

>

for

_A normalna gtowna

k
0

N.l
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Przyspieszenie normalne i styczne

ruch punktu N w ptaszczyznie scisle stycznej

NN'=ds = pdg

a, - przyspieszenie styczne,

a, - przyspieszenie normalne
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I;)Orcekc)!%as’fci / a,dt Z analizy hodografu predkosci

L nika:
) s P/OQ } wyni
c do | Y a,dt PQ=adt, QP =adt, PO=dv,
SR
L P’ OP'=C'P'sindp=C'P'dp=vdgp
: ds
=yV— R
/0 2
d . ds vds v v
Cltdtde:>at:—V=V, andtzv—:>an=——=—v=—,
dt p pa p p
Przyspieszenie punktu N jest rowne:
- - v2
a=ta+na,=tv+n —
Yo,
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Ruch ztozony punktu.
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Przyspieszenie punktu w ruchu ztozonym

A

ruch bezwzgledny punktu P:

r=r,+p=r,+ix, + jy, +kz

Wektory jednostkowe obracajq sie

lix, + jy, Az Hix, + P, +kz,

=V, +OXix, xzy1+a)><zzl+w
+ W % ( —|—kzl)—|—w
=V, tOXp+w=u+w,
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Przyspieszenie:

Q!
X
i
_I_
=

a=v=v, +wxp|+

przyspieszenie styczne:

dyp =|OXPE=EXP
d

X P :@xg(fxl + /v, +EZI)

S

= c?)x(i)’c1 + jy, +kz'1)+ c?)x(ixl + jy, +kzlj
=dxWw+dx(dxp)=dx w+ad,,
przyspieszenie normalne:

— —

anOI :a)x(@xﬁ)
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przyspieszenie wzgledne:

—\Lmyépieszenie wzgledne
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Przyspieszenie punktu P

a=a,+a, +a,

przyspieszenie unoszenia:

a,=v, ta, +a,

u

przyspieszenie wzgledne:

aW

przyspieszenie Coriolisa:

. =2(oxw)
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Przyktady z ruchu ztozonego:

Wzdtuz potudnika kuli, obracajgcej sie z predkoscig katowg @
porusza sie punkt materialny P ze statg predkoscig w.

2 | 2
a,=w /R, a, =w Rcosg,

a,=2wasin @
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Obliczenie przyspieszenia wypadkowego punktu P:
T—O a

) 2
a, +Eiw+EzC‘ = (a)zR CcoS go)z +[%) —2(a)2R CcOS (0{

4
- \/0)4R2 cos’ @ +%+ 20° W (1 +sin’ go)
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Kinematyka ciata sztywnego

Predkosci punktow ciata sztywnego sg ze sobg zwigzane.

Fig Tig =0 Vv, =7 Vg

=75V, COSA =7V, COS =V, Ccosa=V,cosf
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Ruch obrotowy ciata sztywnego

Ciato sztywne w ruchu obrotowym ma jeden stopien swobody.

Q= go(t) - kat obrotu
@ = w=¢ - predkosc katowa

‘5‘ =& = @ - przyspieszenie katowe

y

X
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Predkosc i przyspieszenie w ruchu obrotowym

N.l

=—iyp+ jx¢

= O .
N S Y

<)
||
o
X
N
||
= -

ZE SRODKOW UINI ELROPEJSKIE) | BUDZETU PANSTWA
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Ruch pfaski ciata sztywnego

W ruchu ptaskim punkty ciata poruszajg sie w ptaszczyznach
rownolegtych do ptaszczyzny kierujgce;j.

Chwilowa predkosc¢ katowa
odcinka AB :

srodek obrotu \

chwilowego

=
Wy
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PredkoscC i przyspieszenie w ruch ptaskim.

predkosc¢ punktu B:

—

Vp =V, -|—COXI"AB ZVA-l—(()XI"

przyspieszenie punktu B:

&, e .
= A X F X —=d, +EXT +x(DxTF)

dt dt dt
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Przyktad ruchu ptaskiego (mechanizm korbowy):

O

Rozwigzanie analityczne:

Xz =2rcosQ =>v,=dx,/dt =-2rsing-dp/dt = -2rwsin g =

a, =dv,/dt=-2r (0)2 cos@+dw)/dt -sin (p): —2r(a)2 cos @+ &sin go)
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Wyznaczenie predkosci kagtowej korbowodu:

Vp =V, +VBA =V, +6()kXI"AB,

Ve, =@, 7, bow, L7,,;,

Z twierdzenia sinusow dla trojkata predkosci

/> wynika:
vBA// 29 v ’ Vs — V4 — VB4 —
n/2-¢ / n/2-¢ sin 2(0 Sln(ﬂ/z — gﬂ) Sln(ﬂ'/z — gﬂ)
| sin 2¢ : :
v — — _
B V=V, ——— =2y, 8In@ =2@r s e,
trojkat predkosci COS P

Vo, =V, =0 = 0=,
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Przyspieszenie punktu B mechanizmu korbowego:

CZBICZA+CZBA,
— _—>n+—>t n 2 r
ClA—ClA ClA,ClA—COI",ClA—EV,

-~ =p | =t no 2t
Ay =Apy T Ap,,dp, =WV, Ap, =& T
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Sktadowa styczna przyspieszenia wzglednego jest nieznana, znany jest
natomiast kierunek przyspieszenia punktu B. Wykorzystujgc te informacje
| rzutujgc sktadowe przyspieszenia na kierunek y i x mamy:

t __ . n . t n _:
Az, COSQ=da,, SINP+a,CoOSp—a, S @
2 . 2 .
=@WrSIME+&ErcosQ—@rsme =¢& rcoso,
_ t : n r n
Agp =—0p,SINP—a,, COSP—a,SINQY—a,Cosy
; 2 . 2
=—E&rsmME—@rcosp—& rsSI@—@rcose

=2 r(g sin @+ @~ cos (0)
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Xlll. DYNAMIKA PUNKTU.
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Rownanie rozniczkowe ruchu punktu materialnego

Ruch punktu materialnego opisuje rownanie Newtona:
mit = P(F,7,1)
przy danych warunkach poczatkowych:

?(O):?‘Oa ?(O):‘_;O

Zadania gtowne z dynamiki punktu materialnego mozna
podzieli¢c na dwa rodzaje:

1.Zadania proste sprowadzajg sie do wyznaczenia sity,
wywotujgcej ruch punktu materialnego, na podstawie
rownania ruchu.

2.Zadania odwrotne sprowadza sie do wyznaczenia
rownania ruchu, jezeli znamy mase punktu i site
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Szczegolne przypadki ruchu, w zaleznosci od sity P
wywotujgcej ruch:

1.Sita jest stata:
P = const

2.Sita zalezy od czasu:

P=P(1)
3.Sita zalezy od predkosci:

P = P(¥)
4. Sita zalezy od potozenia:

P = P(¥)
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Twierdzenie o pedzie | popedzie

Ogolny zapis drugiej zasady Newtona:

< (mv)=F

Zmiana pedu ciata jest rowna popedowi przekazywanemu temu ciatu.

n
Z m,v, = const
i=1

Jezeli na uktad ciatl nie dziatajq sily zewnetrzne to suma pedow tych ciat
jest stata.
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XIIl. ZASAD ROWNOWAZNOSCI
ENERGII KINETYCZNEJ |
PRACY.
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Praca i pole sit

Praca mechaniczna jest iloczynem skalarnym sity i przesuniecia.

—

A m P

g dL = Pdi = (Pcos ¢)dr
= P(dr COS qp)

L:jdL
AB

= | (Xdx + Ydy+ Zdz)
AB

W potencjalnym polu sit praca jest réwna réznicy potencjatow.

L,=m(V,-V,), V=—L/m
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W przypadku obecnosci wiezow praca jest rowna:

R,

dL = Rds = Rds cos %+gp =

— Rds sin p = —Tds
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Pochodna pracy, moc (sity) okreSlona jest wzorem:

v="L_ "1 (par)=pv,
di dt

gdy sita P jest stata.
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Zasada rownowaznosci energii kinetycznej i pracy.

md—v:ﬁ: mﬁd—v:ﬁﬁj mi(l—ﬁﬁj:ﬁd_r
dt 4 dr \ 2 dt
2 — %) 2
:>d my :ﬁd_r Id my dt:_[ﬁdf.
dt \ 2 t cdt | 2 A

Po scatkowaniu otrzymano:

2
my,

2
my;,

o

2

wyraza energie kinetyczng.

J ]Sdf , gdzie
AB

Zasada rownowaznosci energii kinetycznej i pracy:

E,—-E =L
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Zasada zachowania energii mechanicznej

E2_E1 :Vl_Vz
= E +V, =E,+/V,
— E+V = const.

W potencjalnym polu sit suma energii kinetycznej |
potencjalnej (energia mechaniczna) punktu materialnego jest
stata.
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Praca i moc w ruchu obrotowym
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XIV. DYNAMIKA BRYLY
SZTYWNEJ.
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Ruch obrotowy bryty dookota osi statej

Zmiane pedu punktu P opisuje rownanie:

[z %(mprlza)):MP, v=wr,

Zmian€ pedu catej bryty:

%(COJ r,zdm): M,

)

0
] I = Irfdm - masowy moment bezwtadnoSci bryty

X d
~—(Iw)=M, Le=M
dt
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Ruch ptaski ciata sztywnego

Ruch ptaski ciata sztywnego opisujg réwnania:

mx. = P,

yﬂ mj}C:PCy
l.o=M

X c® C

Energia kinetyczna ciata (suma energii kinetycznej ruchu
postepowego Srodka masy i energii kinetycznej ruchu obrotowego
dookota osi przechodzqcej przez srodek masy):

1 1

2 2
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Przyktad: kolo o masie m i promieniu r toczy sie bez poslizgu po poziomej
plaszczyznie pod wptywem sity P .

m Réwnania ruchu:
mx,=P-T
<€P < 5 0=mg—-N
[.¢o=Tr—Nf
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XV. DRGANIA PUNKTU
MATERIALNEGO.
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WIg

S 0= k- ﬂ,st - reakcja statyczna sprezyny

k-lst:mg:lst:%

Drgania swobodne:

mx=mg =5, §=f(x+2,)

mx¥ =mg —k(x+ A, )= kx,

, k

.o 2
XxX+w, x=0 wo=—

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

PROJEKT FIMAMSCAMWAMY
ZE SRODKOW UINI ELROPEJSKIE) | BUDZETU PANSTWA




x =C, cosw,t + C, sin w,t

x=A cos(a)ot + goo)

C,=Acosgp,, C,=Asmg,, A:\/C12+C22, tggpoz%

1
T:—ﬂ:27z\/iz27z /l‘”
@ k g
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Warunki poczatkowe:

=0 =x,1x,

x=C, cosw,t+C,sinw,t C =%, C;=—

x=-C,o,smmw,t+C,0, cosw,t

Przebieg drgan
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Drgania swobodne ttumione

mx = —kx — cx,

r c , k C
a, .

I

|

)
S
I
|

Mg
. . 2
’ X+2nx+w, x=0
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X =6e€

e”(r2 +2nr+a)§): 0

rownanie charakterystyczne:

r’+2nr+aw, =0

_ : 2 2
7, ——niz\/a)o —n

M
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1. Ttumienie nadkrytyczne 7 ) @,

x=C, exp[ —( n+w/n2—a)§) t] +C, exp[ —( n— nz—a)g)t]

2. Ttumienie krytyczne n = @,

x =C-exp(- m,t)

3. Ttumienie podkrytyczne n { o,

v= 4, -expl—at)-cos(ar1+ ¢,

o = \/wj —n’ - czestosc drgan ttumionych
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Drgania swobodne ttumione
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Drgania wymuszone

mx =mg—S + P, sin wt,

mx = mg—k(x+/1st)+P0 sin wt = kx+ P, sin wt,

k
o . 2 P() .
X+w, x=——=-81n wt
0 - m
WE
¢F‘ = Fyanmd
i
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X=Xx+x,

x, =C, cosw,t + C, sinw,t X, = Asin ot
: P, 1 :
x=C,cosm,t+C,sinw,t+ —— SInwt
m @, —@
X, . Po 1 , Po 1 :
X =X, COS Wt +—sin w,t — . —sin wf + . —-Sin wt
@, m @, —® m o, —
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