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Rozwazmy obiekt znajdujacy sie w punkcie réwnowagi

Po przytozeniu do obiektu sity F' zostanie on wypchnigty ze
stanu réwnowagi

Jezeli po uptynieciu jakiego$ czasu obiekt znowu znajdzie sie
w potozeniu poczatkowym to méwimy, ze jest stabilny

Jezeli obiekt nie powraca do stanu poczatkowego méwimy o
obiekcie niestabilnym

(2) ) .




System liniowy ciagty bedziemy nazywali stabilnym ze wzgledu na
wymuszenie, jezeli dowolny ograniczony sygnat wejsciowy

sup [z(t)] <7

né€lo,00)

powoduje powstanie ograniczonego sygnatu wyjsciowego

sup |y(t)] <n

nefo,00)

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby przyczynowy
system czasu ciagtego byt stabilny jest, aby wszystkie bieguny jego
transmitancji H(s) lezaty w lewej pdtptaszczyznie zmiennej
zespolonej s (Re(s) < 0), a stopien licznika transmitancji byt nie
wiegkszy od stopnia mianownika




Kryterium Hurwitza

> W roku 1895 Adolf Hurwitz podat warunki jakie musi spetniaé
wielomian, aby jego pierwiastki lezaty w lewej pétptaszczyznie
zmiennej zespolonej s

> Rozpatrzmy wielomian
amS™ + 15" 4 ars 4+ ag,  am >0. (1)

Wielomian (1) nazywamy wielomianem Hurwitza, albo
wielomianem stabilnym, jesli jego pierwiastki leza w lewej
pdtptaszczyznie zmiennej zespolonej s

Jezeli wielomian (1) jest wielomianem Hurwitza, to wszystkie jego
wspoétczynniki sa dodatnie, tzn

a; >0, j=1,2,...,m




> Twierdzenie 1 pozwala proste wskazanie, ktéry wielomian nie
jest wielomianem Hurwitza

Sprawadzi¢ ktére z podanych wielomianéw to wielomiany Hurwitza
(a) 2 —s+1,

(b) s +1,

(c) 82+ s%+4s+30

Wyznaczy¢ bieguny wielomianu s + s% + 4s + 30 I

> Twierdzenie 1 okre$la warunek konieczny, ale jak pokazuje
przyktad 2 nie jest to warunek dostateczny

> Nalezy poda¢ mocniejsze twierdzenie podajace warunki
konieczny i dostateczny stabilnosci



> Zdefiniujmy macierz Hurwitza

-1  Qm 0 0
Am—3 Gm—o am—1 ap,
H,,=| @m-5 Gm-4 am— 3 am—9o ... (2)
| 0 0 0 0 ag |

> Wprowadzmy minory gtéwne

Am—1 Aam
am—3 AaAm-—2

Al =am—1, D=

Am—1 Gm 0
Az =|an-3 an-2 am-1 |, Ap= det(Hm)
am—5 Gm—4 Gm-3



Wielomian (1) jest wielomianem stabilnym wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie jego minory gtdwne s3 dodatnie, tzn.

A1>O, Ay >0,...,A,>0

@ stosowanie twierdzenia 2 wymaga obliczenia m — 1
wyznacznikéw

@ mozna ztagodzi¢ wymagania obliczeniowe stosujac
modyfikacje twierdzenia Hurwitza

@ modyfikacja nosi nazwe twierdzenia Hurwitza-Lienarda



Za pomoca kryterium Hurwitza sprawdzi¢ stabilnos¢ wielomianu z
przyktadu 2

Wielomian s% + s? 4 45 4 30 ma wszystkie wspétczynniki dodatnie

Obliczamy wyznaczniki

A1=1>0
Ap=| L o1 41402 —26<0
27130 4| -

System jest niestabilny

Wynik mozna zweryfikowa¢ z wynikami uzyskanymi w przyktadzie 2




Za pomoca kryterium Hurwitza sprawdzi¢ stabilno$¢ wielomianu
st +2s3+ks? +4s5+5

wspoétczynniki powinny by¢ dodatnie, wiec k£ > 0

Obliczamy wyznaczniki

A1=2>0
2 1

Ay = 4k =2k—4>0—->k>2
2 1 0

As=1]4 k 2|=8k—36>0—k>4,5
0 5 4




Kryterium Routha

> Klasyczne kryterium Hurwitza wymaga obliczania m — 1
wyznacznikéw stopnia od 1 do m — 1 wiacznie

> Obliczenie warto$ci wyznacznika stopnia k-tego wymaga
naktadu obliczeniowego rzedu k?

> Kryterium Hurwitza jest niedogodne dla wiekszych wartosci m
(dla wielomianéw wysokiego stopnia)

> Wymienionych wyzej wad nie posiada kryterium Routha, ktére
wymaga sprawdzenia wiekszej liczby wyznacznikéw, ale
wytacznie stopnia drugiego

> Aby zabada¢ stabilnos¢ systemu metoda Routha nalezy
skonstruowaé tzw. tablice Routha



gdzie

b — Am-10m—-270madm—3
'm—2 Am—1

b 0= Am—10m—4—Amam—5
T —

am—1

Om—10m—6—_Amam—7

bm—6 = Q1

bm—20m—3—am—1bm—4

Cm—3 = b2

Cm—5

Cm—7 =

bm—20m—5—0m—1bm—6
bm—2

_ bm2am-_7—am_1bm_3
bm—2




> Liczba wierszy tablicy jest rowna m + 1, liczba kolumn jest
réwna % + 1 (dla m parzystego) lub "L (dla m
nieparzystego)

> tatwo zauwazy¢, ze liczniki wyrazen ¢; d; itd. s3
wyznacznikami drugiego stopnia ze znakiem minus

> Kolejne elementy tablicy Routha s3 wyliczane w sposéb
analogiczny

> Wartos$¢ ostatniego niezerowego elementu kazdej kolumny jest
réwna ag (sposéb na sprawdzenie poprawnosci obliczen)

Wielomian (1) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
elementy pierwszej kolumny tablicy Routha tego wielomianu s3
dodatnie, tzn.

am >0, am_1>0, bp2o>0, ¢pn3>0,...,e1>0, fo>0




Sprawdzi¢ stabilno$¢ wielomianu s® + s2 + 45 + 30

Tablica Routha ma 4 wiersze i 2 kolumny

az ai
az ag
by O

Co 0




Sprawdzi¢ stabilno$¢ wielomianu s® + s2 + 45 + 30

Tablica Routha ma 4 wiersze i 2 kolumny

a3 ai 1 4
a2 Qo 1 30
bhb 0 b 0

Co 0 Co 0




Sprawdzi¢ stabilno$¢ wielomianu s® + s2 + 45 + 30

Tablica Routha ma 4 wiersze i 2 kolumny
az a 1 4 by = 4201 — 3390 _ 14 1.30 — —96
az
a2 Qo N 1 30 N
by 0 by O

Co 0 Co 0




Sprawdzi¢ stabilno$¢ wielomianu s® + s2 + 45 + 30
Tablica Routha ma 4 wiersze i 2 kolumny
az a 1 4 by = 4201 — 3390 _ 14 1.30 — —96
az
a2 Qo N 1 30 N
by 0 by O
@ 0« 0 5130 — 1-0
co=—-——=30
by
Ostatecznie
1 4
1 30
—-26 0
30 0
System jest niestabilny




Kryterium Nyquista

>

>
>

Kryterium Nyquista nalezy do grupy kryteriéw
czestotliwosciowych

Jest stosowane do systeméw ze sprzezeniem zwrotnym
Kryterium Hurwitza czy Routha wymaga znajomosci postaci
analitycznej wielomianu mianownika transmitancji

Kryterium Nyquista oferuje wieksze mozliwosci, gdyz wymaga
znajomosci odpowiednich charakterystyk czestotliwoSciowych,
ktére mozna zmierzy¢

Kryterium Nyquista pozwala na sprawdzenie stabilnosci
uktadu zamknietego na podstawie badania uktadu otwartego
W przypadku otwarcia petli sprzezenia zwrotnego

transmitancja zastepcza przyjmuje postaé
Hy(s) = Hi(s)Ha2(s)



System czasu ciggtego z ujemnym sprzezeniem zwrotnym jest
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wykres charakterystyki
amplitudowo-fazowej (charakterystyki Nyquista) systemu otwartego
Hy(jw), w € (—o0,0) okraza punkt s = (—1,50) doktadnie m
razy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, gdzie m
jest liczba biegunéw funkcji Hy(s) potozonych w prawej
potptaszczyznie Re(s) > 0

o Badanie uktadu zamknietego metoda Nyquista, w przypadku
gdy ukfad otwarty jest niestabilny jest niepraktyczne

o Wymagane jest ustalenie liczby biegunéw niestabilnych

@ Mozna to ustali¢ na drodze analitycznej przy znajomosci
transmitancji uktadu

@ Ale w takich przypadkach wygodniej jest uzyé kryterium
Hurwitza lub Routha



@ Najwazniejszym przypadkiem z praktycznego punktu widzenia
jest sytuacja, gdy uktad otwarty jest stabilny
o W takim przypadku kryterium Nyquista przybiera postaé

Gdy system otwarty jest stabilny (m = 0) to system ze sprzezeniem
zwrotnym jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wykres Nyquista
nie zawiera punktu s = (—1,50)




Zbada¢ stabilnos¢ uktadu zamknietego o transmitancji
G.(s) = #()%2(5) za pomoca kryterium Nyquista.

10

Gils) = 3 o s 1 1

Ga(s) =1,9s+1

Transmitancja uktadu otwartego

10(1,9s + 1)
Go(s) = 33 4+2s2+s+1

Uktad otwarty jest niestabilny: s; = 0, 7839,
s9 = 0,0586 + j0.6495, s3 = 0,0586 — j0.6495




Nyquist Diagram
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Zbadac¢ stabilno$¢ uktadu zamknietego na podstawie transmitancji
uktadu otwartego postaci

Uktad otwarty jest stabilny:
s1 = —1,7549,

sg = —0,1226 4 50.7449,
s3 = —0,1226 — 70.7449




Nyquist Diagram

Imaginary Axis
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Kryterium Nyquista opiera sie o zasade przyrostu fazy Cauchy’ego,
ktéra analizuje funkcje X (s) poprzez obieganie bieguna s wzgledem
Srodka uktadu wspétrzednych

Kryterium Nyquista analizuje stabilno$¢ uktadu zamknietego
postaci:

G
Gz(s) = 1(8)
14 Go(s)
czyli analizowana jest transmitancja
X(s) =14+ Go(s)
Jezeli analizujemy uktad poprzez rozwazanie uktadu otwartego, wiec
Go=X(s)—1
i Srodek uktadu wspétrzednych przesuwany jest do punktu

W punkcie s = (—1, j0) modut amplitudy |M| = 1 i przesuniecie
fazowe ¢ = —180°



Nyquist Diagram

Imaginary Axis

2 !
-15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Real Axis

zapas wzmocnienia k = %, zapas modutu A = 20log k




Bode Diagram
Gm =4.44 dB (at 1.73 rad/sec) , Pm = 33.4 deg (at 1.32 rad/sec)
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Nichols Chart

Open-Loop Gain (dB)

Ap
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Open-Loop Phase (deg)




System liniowy dyskretny bedziemy nazywali stabilnym ze wzgledu
na wymuszenie, jezeli dowolny ograniczony sygnat wejsciowy

sup |z[n]| <7

né€lo,00)

powoduje powstanie ograniczonego sygnatu wyjsciowego

sup |y[n]| <n

neEfo,00)

Warunkiem koniecznym i dostatecznym stabilnosci przyczynowego
systemu czasu dyskretnego jest, aby wszystkie bieguny

zi,i =1,...,m jego transmitancji H(z) lezaty wewnatrz kota
Jjednostkowego, tzn.

’Zi|<1, ,1,...,m




Kryterium Jury

> Do zbadania stabilnosci systemu dyskretnego potrzebna jest
informacja czy wszystkie bieguny lezg wewnatrz kota
jednostkowego

> Wielomian

apz™ + a2 b a1z + am (3)

o wspotczynnikach rzeczywistych nazywamy wielomianem
Schura, jesli wszystkie jego pierwiastki majag modut mniejszy
od jednosci

Jezeli wielomian (3) w postaci znormalizowanej (ap = 1) jest
wielomianem Schura, to jego wspotczynniki spetniaja nastepujace
nieréwnosci

laj| < (?) ., J=12,....m




Zbada¢ warunki konieczne dla wielomianu
24+ alz3 + a2z2 + a3z + aq

Aby wielomian W (z) byt wielomianem Schura musza by¢ spetnione
warunki

|a1| < 4, |a2| < 6, |a3| < 4, |a4| <1




Zbada¢ warunki konieczne dla wielomianu
24+ alz3 + a2z2 + a3z + aq

Aby wielomian W (z) byt wielomianem Schura musza by¢ spetnione
warunki

|a1| < 4, |a2| < 6, |a3| < 4, |a4| <1

Zatem wielomian Wy (z) = 2* + 523 4+ 522 + 22 + 0, 8 nie jest
wielomianem Schura




Zbada¢ warunki konieczne dla wielomianu
24+ a1z3 + a2z2 + a3z + aq

Aby wielomian W (z) byt wielomianem Schura musza by¢ spetnione
warunki

|a1| < 4, |a2| < 6, |a3| < 4, |a4| <1

Zatem wielomian Wy (z) = 2* + 523 4+ 522 + 22 + 0, 8 nie jest
wielomianem Schura

Natomiast wielomian Wa(z) = 24 — 223 + 522 4+ 22 + 0, 8 spetnia
warunki konieczne, aby by¢ wielomianem Schura







> Wyliczenie elementéw tablicy Jury
o
aol; — AmGm—i .
by = 0t TmEImet 0,1, ,m— 1
agp
bob; — by—1bm—1-;
Cp = )
bo

> Liczba wierszy tablicy Jury jest réwna 2m + 1

i=0,1,...,m—2

Wielomian (3) o wspétczynniku ag > 0 jest wielomianem Schura
wtedy i tylko wtedy, gdy wspotczynniki pierwszej kolumny w
wierszach o numerach nieparzystych tablicy Jury sa dodatnie (tzn.
wspotczynniki ag, by, o, itd.)




Sprawdzi¢ stabilno$¢ wielomianu Wa(z) z przyktadu 6

Tworzymy tablice Jury

1 =% 5 2 0,8
0,8 2 -2 1

Ut




Sprawdzi¢ stabilno$¢ wielomianu Wa(z) z przyktadu 6

Tworzymy tablice Jury

1 —2 5 2 0,8
0,8 2 5 -2 1
0,36 -3,6 1 3,6
3,6 1  —3,6 0,36




Sprawdzi¢ stabilno$¢ wielomianu Wa(z) z przyktadu 6

Tworzymy tablice Jury

1 —2 5 2 0,8
0,8 2 5 -2 1
0,36 -3,6 1 3,6
3,6 1  —3,6 0,36
—35,64

co < 0 — wielomian niestabilny, nie jest to wielomian Schura

dalszych wspoétczynnikéw nie trzeba liczyé




Metoda transformacji zmiennych

> Badanie stabilnosci systemu czasu dyskretnego mozna
zredukowaé do badania stabilnosci systemu czasu ciagtego
poprzez zastosowanie odpowiedniej transformacji zmiennych

> Wiadomo, ze z powigzan pomiedzy transformata Laplace’a, a
transformata 2 wynikaja zaleznosci

@ 0$ urojona s = jw rzutowana jest na okrag jednostkowy
2] = 1

@ pdtptaszczyzna Re(s) > 0 rzutowana jest na zewnatrz
kota jednostkowego |z| > 1

@ pdtptaszczyzna Re(s) < 0 rzutowana jest na wnetrze
kota jednostkowego |z| < 1



> Przyktady przeksztatcen

°
z:eSTS
°
_s+1
Cos—1

> Po przeksztatceniu stosuje sie kryteria opracowane dla
systeméw ciggtych, np. kryterium Hurwitza albo Routha



