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@ Transformata Fouriera — popularna metoda opisu systeméw w
dziedzinie czestotliwosci
@ Transformata Fouriera umozliwia wykonanie wielu
uzytecznych czynnosci:
e analiza odpowiedzi systemu w dziedzinie czestotliwosci
e prébkowanie
e modulacja

@ Problem: Czy potrzebne s3 innego rodzaju przeksztatcenia?

e Odpowiedz: Transformata Fouriera nie moze byé zastosowana
do szerokiej klasy sygnatéw i niestabilnych systemoéw, np.
kiedy

o0
/ (8] dt = 0o
—00

@ Przeksztatcenie Laplace’a jest rozszerzeniem transformaty
Fouriera, ktére pozwala na analize szerszej klasy sygnatéw i
systeméw



@ W wielu przypadkach mamy do czynienia z niestabilnymi
systemami, np.
e stabilizacja wahadta odwréconego
e stabilizacja samolotu
e niestabilno$¢ jest wiasciwoscia pozadang w niektérych
zastosowaniach, np. oscylatory, lasery

@ Analiza takich systeméw

est H(s)est

— h(t) —t

H(s) = / T (et

—00

e catka musi by¢ zbiezna
e et — funkcja wiasna liniowego systemu inwariantnego
e s =0 + jw — wartos¢ zespolona



o0
() — X(s) = / 2(t)e="tdt = L{a(t)}
—00
gdzie s = 0 + jw — wartos¢ zespolona

© Przeksztatcenie ma sens tylko wtedy gdy

o

/ l2(t)e~"dt| < oo

—00

© Przeksztatcenie powinno byé jedno-jednoznaczne, tzn. dla
kazdej funkcji z(t) istnieje tylko jedna transformata X(s) i na
odwrét

© Przeksztatcenia mozna dokonaé na kazdej funkcji dajacej sie
ograniczy¢ funkcjami wykfadniczymi




© Powiazanie z transformata Fouriera

X(s) = / Y m(t)e el dt = F{a(t)e ")

—00

gdzie .# — transformata Fouriera

© Obszar Zbieznosci (OZ) — wszystkie wartosci zespolone s dla
ktérych spetniony jest warunek

0z = {s =0 +jw;/ lz(t)e 7t |dt < oo}

—00

Q Jedli s = jw jest w OZ (np. o = 0) wtedy

X(8)ls=jw = F{2(t)}




x1(t) = e~ 1(t), gdzie a — dowolna liczba rzeczywista lub zespolona
@ dla Re(a) > 0 system jest niestabilny
@ transformata Fouriera nieistnieje

@ istnieje transformata Laplace’'a

e—(s—i—a)t

Xio) = [ ema@eta= [T et = -
0

—00

s+ a

1
Xi(s) = — — |:e—(s+a)oo _ 1]
jedli Re(s +a) > 0to e~ (ta)> =
czyli
Xi(s)= ——, Re(s) > —Re(a)
' st+a —




oo 0
X(s) = / —e" "1 (—t)e "dt = — / e~ (sta)tgy (1)
[ee]
_ 1 e—(s—i—a)t _ 1 |:1 . e(s+a)oo] (2)
s+a 0 sta

jesli Re(s +a) < 0 to et =0
czyli

Xo(s) = —

= , Re(s) < —Re(a

——. Re(s) < —Re(a)
0z

Uwaga! Do wyznaczenia x(t) potrzebna jest znajomos$¢ X (s) oraz OZ.

Obszar zbieznosci nie jest potrzebny w przypadku transformaty Fouriera




Graficzna reprezentacja obszaru zbieznosci
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> Wiele najczesciej uzywanych i interesujacych transformat
posiada postaé¢ utamkowa

L(s)

M(s)

X(s) =

gdzie L(s) i M(s) to wielomiany zmiennej s
> Pierwiastki L(s) — zera transmitancji X (s)
> Pierwiastki M (s) — bieguny transmitancji X (s)

> Kazdy sygnat z(t) zbudowany z liniowej kombinacji
zespolonych funkcji wyktadniczych posiada transformate
Laplace'a w postaci utamkowe;j



z(t) = 3e?1(t) — 2e7'1(¢)

X() = [ (36" — 2et) ear =3 "Dt — o “emte iy
0

OZ:Re(s)>2 OZ:Re(s)>—1

3 2 s+ 7 57
(s) s—2 s+1 (s—=2)(s+1) s2—s5—-2’ e(s) >

Im
A




Obliczy¢ transformate Laplace'a funkgeji f(t) =t

F(s) :/ te~Stdt
0

Stosujemy catkowanie przez czesci [udv = uv — [vdu

Podstawiamy: u = t, du = dt, dv = e~ *!dt, v = _%e—st
Czyli
F(s) = —test” / e % s
5 0 0 S 5 0 S 0
_ 0_0_0_(_3%):%2




> Przeksztatcenie odwrotne polega na znalezieniu funkgji
zmiennej rzeczywistej z(t) przy danej funkcji X (s), czyli na
rozwigzaniu réwnania catkowego

X(s) = L{a(t)} = /0 T a(t)edt 3)

> Rozwigzanie to jest okre$lane wzorem Riemanna-Melina:

2(t) = L X (s)} = — /C+jooX(s)e5tds (4)

B % c—joo

> Bezposrednie korzystanie ze wzoru (4) jest trudne

> W praktyce wzér (4) jest stosowany bardzo rzadko —
zwtaszcza, ze dla wiekszosci funkgji istniejg efektywne metody
znacznie upraszczajace zagadnienie



@ Liniowos¢
ZLAax1(t) + bxa(t)} = aXi(s) + bXa(s)

gdzie a, b s3 statymi

@ Catkowanie w dziedzinie rzeczywistej

<z {/Ooo x(T)dT} = éX(s)

© Roézniczkowanie w dziedzinie rzeczywistej
n—1
% {ix(t)} — X (s) = Y s R (07)
din
k=0
gdzie

z(07) = tElgl_ x(t)



@ Catkowanie w dziedzinie zespolone;j

/OOOX(s)ds:f{@}

© RObzniczkowanie w dziedzinie zespolonej

d"X(s)
ds™

= (=) "Z{t"=(t)}

@ Przesuniecie czasu w dziedzinie rzeczywistej
LAt —to)1(t —tg)} = e X (5s)

@ Przesuniecie w dziedzinie zespolonej

X(s—a)=%¢ {eatx(t)}



@ Zmiana skali

a

& {a(at)} = 2){ (f)
Q Splot funkgcji
L A{a1(t) * z2(t) } = Xa(s)Xa(s)

gdzie splot

t

x1(t)*xxa(t) = /Ot wl(T)mQ(t—T)dT:/ z1(t—T1)zo(t —7)dT

0



Obliczy¢ transformate sygnatu z(t) = cos(wot), t >0, wp € R

Stosujac wzér Eulera otrzymujemy

Pleosw)) = L)+ L L)

11 +1 1

25— jwy 25+ jwo
s

T 82+

Cwiczenie. Sprawdzi¢ czy prawdziwa jest zalezno$¢

wo
s2 +wd

Z{sin(w)}




Policzy¢ transformate sygnatu x(t) = 1(¢) i na tej podstawie
policzy¢ Z{t}

X(s) =/ 1(t)e_8tdt=/ st — —Lest| L
0

—00

Z wtasnosci 5 otrzymujemy

d)j is) = 1.2 {tz(t)}
Lt} =~ js _812

Cwiczenie. W podobny sposéb policzy¢ £ {t?}




Metoda rozktadu na utamki proste

@ Mianownik, jako wielomian m-tego stopnia, ma m
pierwiastkéw, w ogdlnosci zespolonych, przy czym niektére z
nich moga sie powtarzaé

e Funkcje X (s) mozna przedstawi¢ w postaci sumy utamkéw
prostych, t.j. takich, ktérych mianownik jest pewng potega

dwumianu (s — s;)%, k=1,2,...,a;
L(s)  An Anp Alg, Apay
M(s) 3—31+(s—31)2+ +(s—31)“1 +(s—sp)ap

czyli
P a Azg
X&) =22 s=eym

i=1j=1



@ Zauwazmy, ze:

-1 { 5 _1Si)k} _ (ktk__ll)!esit

@ Po dokonaniu rozktadu na utamki proste dostajemy
transformate odwrotng w postaci:

z(t) = L7 H{X(s)} = Zp: i Ltj_lesit

i=1j=1 (7 -1t



W przypadku, gdy wszystkie pierwiastki mianownika s3 pojedyncze
to w rozktadzie na utamki proste wystapia tylko wspotczynniki A;q
i transformata odwrotna ma postaé

L~ {X } Z Azle

Dodatkowo, w przypadku gdy niektére pierwiastki sa zespolone
transformata odwrotna ma postaé

L7 X (s)) = ZA qesit +2R62A]16
7j=1
gdzie n — iloé¢ pierwiastkdw rzeczywistych, r — ilos¢ par
pierwiastkow zespolonych, s; — pierwiastki zespolone (suma
obejmuje po jednym pierwiastku na pare sprzezona)



Znalez¢ transformate odwrotng funkcji

4s 4+ 8
F =
(8) = 33 T 1452 + 30s 1 18
Upraszczamy
45+ 8
F(s) S +

T B 7s2 15549
Sa dwa pierwiastki mianownika przy czym drugi jest podwdjny:

S1 = —1,82 =-3

Rozktad wyglada nastepujaco:

An A2 Az
s—i—l—i_s—i-3+(s—|—3)2

F(s) =




Poréwnujemy otrzymany rozktad z transmitancja i dostajemy

A11(5+3)? + Agi(s + 1) (s +3) + Aga(s+1) =25 + 4

Stad
A+ Ay
6A11 +4A21 + Ap =2
9A11 + 3491 + Ay =4
Rozwiazanie uktadu réwnan: Aj; = % Ay = —%, Ago =1
Rozktad na utamki proste:
1 1 1

FO) = 5651 2679 T Grae

Oryginat
1 1
f(t) = —26 t_ —26_3t + te e




Metoda residudw

@ Przez residuum funkcji X (s) w biegunie s = s; rozumiemy
wspotczynniki A;; rozwiniecia funkcji X (s) w szereg Laurenta
w otoczeniu punktu s = s;, tzn. rozwiniecia:

F(s) _ Z ( Az’n

s 5)
gdzie n przybiera wartosci catkowite z przedziatu (—oo, 00)

o Czes¢ sumy (5) dla n > 0 nazywamy czescia gtéwna
rozwiniecia

@ Metoda residudw jest ogélniejsza od metody rozktadu na
utamki proste, gdyz ma zastosowanie takze do transformat nie
bedacych funkcjami wymiernymi



@ Fundamentalnym wzorem tej metody jest:
-1 _ st
LX)} =) res {X(s)et}
1

gdzie s; — bieguny funkcji X (s)
@ Jesli X(s) jest funkcja wymierng, to

a;—1
res {X(s)es"’} = ! lim {ddsa‘lX(s)(s - si)“ieSt}

5=8; (a; — 1) s—si
@ W przypadku gdy biegun jest jednokrotny

res {X(s)e"} = Jim {X(s)(s - s0)"e}

8=8; 85— S;



Znalez¢ metoda residudw
2s+4
g_l
{83+782+158+9}
Sa dwa pierwiastki mianownika przy czym drugi jest podwdjny:
S1 = —1, S9 = -3
2s+4 1
st O st __ —t
SI'eSS1 {F } = llII_ll me = 56
d 2s+ 4
F st _ '
sressz{ } .s—l> 3{d8 $+1 }
-2 3 23 + 4 —3t [y —3t
Gz Ter1c ¢ e
Ostatecznie "
f(t) = §e—t —3t + te—3t




Transformata funkcji okresowej

e Transformata funkcji okresowej z(t) o okresie T" dana jest
wzorem

ZLA{x(t)} = 1 — o sT

gdzie



Transformaty funkcji impulsowych

@ Impuls Diraca §(t)

5(t) = {0 t#0 /O;a(t)dtzl

© t=0’
Otrzymujemy
¢ 0 t<O0 t
5(t)dt = :>/ S(t)dt = 1(t
[oa= ) (55 [ soa=10

Powigzanie impulsu Diraca z funkcja skokowa

d
S1(t) = 6(1)

Korzystajac z wtasciwosci 3 otrzymujemy

3{%1‘@)} =sX(s) = s1 =1

S



Rozwiagza¢ uproszczone réwnanie rézniczkowe opisujace ruch
samochodu za pomocy przeksztatcenia Laplace'a

do(t)
dt

+0,1v(t) =5, t > 0,v0(0) =0
Obliczamy transformate Laplace’a obu stron réwnania oraz
stosujemy wiasnos¢ 3

5

1
V() +0.1V(s) =50 = V()= oy

Obliczamy transformate odwrotna
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Model zawieszenia kota samochodu opisany jest przez réwnanie
rézniczkowe
dy(t)

d?y(t
dytg ), 20—~ +20y(t) =4, t >0, y(0) =0,

Obliczamy transformate Laplace’a obu stron réwnania oraz
stosujemy wiasnos¢ 3

dy(0)

“dat

5

4

552Y (s) + 20sY (s) + 20Y (s) = 4% =Y (s) = 5s(s + 2)2

Obliczamy transformate odwrotna

y(t) = 0,2(1 — e 2 — 2te™2)1(2)
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Pewien system opisany jest réwnaniem rézniczkowym

3 2
ddgigt) +6ddzigt) +11d3c/j_$) +6y(t) = o(t), t 0

Wyznaczyé odpowiedz systemu na wymuszenie z(t) = e~ #1(t)
przy zerowych warunkach poczatkowych.

Po zastosowaniu transformaty Laplace'a

s3Y () 4+ 652Y (s) + 11sY (s) + 6Y(s) = X (s) = X (s) =

Y(s) = 1 _ 1
(s+4)(s3+6s24+11s4+6)  (s+1)(s+2)(s+3)(s+4)

Stosujemy rozktad na utamki proste

1 1 1 1
YO =661 2642 2543  6(+4)
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Obliczamy transformate odwrotna

1, 1

1 1
2t 3t 4t
= + 1
y(t) <66 26 26 66 ) (t)
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Czas t[s]




