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System jest bez pamieci (statyczny), jezeli dla dowolnej chwili ¢o
warto$¢ sygnatu wyjsciowego y(to) zalezy wytacznie od wartosci
sygnatu wejsciowego w tej samej chwili (x(¢o))

Jezeli y(t) zalezy od wartosci sygnatu wejéciowego x(t) w chwilach
poprzedzajacych lub nastepujacych po ¢y to jest to system z
pamiecia (dynamiczny)

Dzielnik napiecia jest systemem statycznym

Ry

= —x(t
R1+R2x()
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Uktad opdzniajacy jest systemem dynamicznym

yt) =z -T), T >0



System jest przyczynowy jesli jego wejscie nie wyprzedza
przysztych wartosci sygnatéw wyjsciowych, tzn. jesli wyjscie w
kazdym momencie zalezy od przesztych wartosci sygnatow
wejsciowych w stosunku do danego momentu

o Kazdy rzeczywisty system fizyczny jest przyczynowy
(poniewaz czas ptynie do przodu). Efekty sa widoczne po
pobudzeniu systemu (przyczyna)

@ Przyczynowos¢ nie jest cecha sygnatéw zmiennych w
przestrzeni

@ Przyczynowo$¢ nie jest cecha systemdéw przetwarzajacych
wczesniej zebrane dane, np. nagrane zawody sportowe



Praykldy
y(t) = 2?(t - 1)

y(2) zalezy od x(1) — system przyczynowy

y(t) = z(t +1)
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x(2) — system nie jest przyczynowy

v = (3" -

y(2) zalezy od x(1) — system przyczynowy




System jest stacjonarny jesli jego wtasciwosci nie sa zalezne od
czasu, np. jesli parametry systemu s3 state

Przyktady
y(t) = 2?(t +1)

system stacjonarny

1 k+1
wi=(3) k-1
system niestacjonarny (system jest zmienny w czasie)
y[n] = nz[n]

system niestacjonarny




System jest liniowy jesli spetnia zasade superpozycji:

Jesli - x1(t) = yi(t) 1 wa(t) — yalt)
wtedy ax;(t) + bza(t) — ayi(t) + bya(t)

y(k) = 2*(k)

system nieliniowy
y(t) = =(2t)

system liniowy




@ Wiele systemow ma charakter nieliniowy, np. diody
p6tprzewodnikowe, dynamika samolotu, modele
ekonometryczne

@ Dlaczego warto rozwaza¢ modele liniowe?

o liniowe modele opisuja catkiem doktadnie wiele systeméw, np.

rezystory czy kondensatory
o czesto dokonuje sie linearyzacji modelu nieliniowego wzgledem

punktu pracy
o systemy liniowe s3 fatwiejsze w analizie od systemoéw

nieliniowych
v,




> W podejsciu klasycznym do analizy uktadu dynamicznego
rozpatrywane jest zachowanie ukfadu z punktu widzenia
wptywu sygnatéw wejsciowych na przebieg sygnatéw
wyjsciowych

> Jest to opis typu “wejScie—wyjscie”
> Woyrdznia sie dwa sposoby tego opisu:

@ czasowy — za pomoca réwnan rézniczkowych (czas
ciagty) lu réznicowych (czas dyskretny)

@ czestotliwo$ciowy — za pomoca transmitancji
operatorowe] lub widmowej



Roéwnania rézniczkowe

Witasnosci dynamiczne uktadu mozna opisaé w postaci réwnania
rézniczkowego (1), dlan > m

dy(t d"ty(t dy(t
an 8O O L O
dtn dgn—1 dt (1)
d™u(t) dm™tu(t ) du( )
@ jesli wspétczynniki a;, i =0,...,nib;, i=0,...,m sg funkcjami

czasu to rébwnanie nazywa sie niestacjonarnym, a opisywany przez
nie uktad — uktadem niestacjonarnym

@ jesli wspdtczynniki sg state, to réwnanie jest réwnaniem
stacjonarnym

@ rozwigzanie réwnania dla réznych wymuszen u pozwala ocenié
dziatanie ukfadu

@ sposdb rozwigzywania réwnan jest znany z podstaw teorii réwnan
rézniczkowych

@ opis taki jest jednak mato skuteczny



Réwnania réznicowe
> Dyskretyzacja rownan rézniczkowych prowadzi do réwnan
réznicowych
> Formuta Eulera

dy(t) ‘  y(nT) —y((n—1)T)

dt lt=nr T

> Btad przyblizenia jest tym mniejszy im mniejsza jest dtugosé
kroku dyskretyzacji T

> Formute Eulera mozna rozszerzy¢ na pochodne wyzszych
rzedéw

> Réwnanie (1) w postaci dyskretnej przybiera postac:

! m
y[n] = — Z a;[nly[n — i) + Z bj[n]z[n — j]
i=1 3=0



Réwnania réznicowe vs splot

@ W ogdlnosci splot wymaga znajomosci nieskonczonej liczby
wspdtczynnikéw, réwnanie réznicowe opisane jest niewielka
liczbg parametréw

@ Splot opisuje relacje wejécie-wyjscie w stanie spoczynku (przy
zerowych warunkach poczatkowych). Jezeli warunki
poczatkowe nie s3 zerowe nalezy wyznaczy¢ splot dla tych
warunkow

@ Liczba operacji arytmetycznych potrzebna do wyznaczenia
y[n] dla réwnania réznicowego jest na ogbt mniejsza niz w
przypadku splotu

@ Réwnania réznicowe sg bardziej efektywnym narzedziem w
analizie numerycznej

@ Splot jest wygodniejszym narzedziem w analizie jako$ciowe;j
systemoéw



Transmitancja

> Transmitancja operatorowa jest okreslana dla uktadéw stacjonarnych
opisanych réwnaniem rézniczkowym (1) o statych skupionych

> Dokonujac przeksztatcenia Laplace’a wzgledem obu stron tego
réwnania, przy zerowych warunkach poczatkowych, otrzymuje sie

(Zaisi> Y(s) = ijsj U(s) (2)
gdzie

> Transmitancja operatorowg nazywamy stosunek transformat sygnatu
wyjsciowego i wejéciowego uktadu przy zerowych warunkach
poczatkowych

def Y(s)

G(s) 06s)




> W przypadku réwnania (2) otrzymujemy

bms™ + bm_18m_1 4+ -+ b1s+ by
aps"™ + ap_18"" 14+ + a5+ ag

G(s) =

> Transmitancja operatorowa okresla syntetycznie wtasciwosci
dynamiczne uktadu, nie zalezy ani od sygnatu wejsciowego ani od
sygnatu wejéciowego, a jedynie od parametréw uktadu

> 7Znajac transmitancje uktadu mozna obliczy¢ przebieg odpowiedzi
y(t) ukfadu na dowolne wymuszenie u(t) nastepujaco

y(t) = L7G(s)U(s)]

> Bieguny transmitancji operatorowej s pierwiastkami rébwnania
charakterystycznego réwnania rézniczkowego uktadu, czyli
warto$ciami wtasnymi uktadu



> Jedli zamiast przeksztatcenia Laplace’a zastosujemy przeksztatcenie
Fouriera, to zamiast transmitancji operatorowej otrzymamy
transmitancje widmowa

G(jw) =

> Tramsmitancja widmowa jest zwigzana z transmitancja operatorowa
zaleznoscia

G(s) = G(jw)

s=jw

> W analizie uktadéw dynamicznych najczesciej badana jest zalezno$¢
modutu |G(jw)| oraz fazy ¢(w) = arg[G(jw)] transmitancji
widmowej od czestotliwosci

> Zaleznosci te s3 nazywane charakterystykami czestotliwo$ciowymi

> Dla ukfadéw dyskretnych opis transmitacyjny uzyskuje sie poprzez
zastosowanie przeksztatcenia Z



Przestrzen réwnan stanu

> Stan ukfadu okreslany jest jako minimalna ilo$¢ informagji
potrzebna do catkowitego okreslenia zachowania sie ukfadu przy
danym sterowaniu

> Wektor stanu x jest elementem n-wymiarowej przestrzeni zwanej
przestrzenia stanu

> W takim przypadku mamy do czynienia z obiektem dynamicznym
n-tego rzedu

> W przestrzeni stanu obiekt opisany jest za pomoca tzw. réwnan
stanu postaci:

& = f(xz,u) r-nie stanu
y=g(x,u) r-nie wyjscia (obserwacji)
. . . dz .
gdzie  — n-wymiarowy wektor stanu, & = ¢+ Y~ p-wymiarowy
wektor wyjscia, u — m-wymiarowy wektor sterowania, f — funkcja
stanu, g — funkcja wyjscia



> Postaé réwnan stanu zalezy od wyboru zmiennych stanu

> Aby zmienne mozna byto nazwaé zmiennymi stanu, réwnania
utozone za ich pomoca musza spetniaé nastgpujace warunki:

@ dawal petny i jednoznaczny opis dynamiki uktadu
@ stanowi¢ uktad réwnan rzedu pierwszego

> W opisie uktadéw elektrycznych jako zmienne stanu przyjmuje sie
wielko$ci fizyczne wystepujace w elementach czynnych jak tadunek
czy napiecie na okfadkach kondensatoréw oraz prady w cewkach

> Dla ukfadu liniowego réwnania stanu przyjmuja postac:

3)

x = Ax+ Bu
y =Cz+ Du

gdzie A — kwadratowa macierz stanu o rozmiarze n X n, B — macierz
sterowania o rozmiarze n X m, C' — macierz wyjsciowa o rozmiarze p X n i
D — macierz przejécia o rozmiarze p X m

> Gdy macierze A, B, C, D posiadaja elementy o wartosciach state
to ukfad jest stacjonarny



Wartosci i wektory wtasne

> Wartosciami wtasnymi uktadu (3) A1, Az, ..., A\, nazywa sie
rozwigzanie rébwnania charakterystycznego uktadu postaci:
det(A—AI)=0 (4)

gdzie I — macierz jednostkowa
> Prawa strona réwnania (4) to wielomian charakterystyczny
> Wartosci wtasne uktadu spetniaja nastepujace réwnanie:
Ax =z (5)
> Wektor @; bedacy rozwigzaniem réwnania (5) jest wektorem
wiasnym uktadu
> W ogdlnym przypadku wartosci i sktadowe wektoréw wiasnych
moga by¢ liczbami zespolonymi

> Wektor wiasny nie moze by¢é wyznaczony catkowicie jednoznacznie
— kazdy wektor wtasny jest wyznaczany z doktadno$cia do czynnika
multiplikatywnego (jezeli x; jest wektorem wtasnym
odpowiadajacym i-tej wartosci wtasnej \;, to ax; takze jest
wektorem wiasnym odpowiadajacym i-tej wartosci wtasnej \;)



@ System, ktéry posiada skonczong liczbe zmiennych stanu
nazywa sie systemem o statych skupionych lub skonczonego
rzedu

System, ktéry posiada nieskoiczona liczbe zmiennych stanu
nazywa sie systemem o statych roztozonych lub
nieskonczonego rzedu

System opisany réwnaniem (1) jest skoriczonego rzedu jesli
istnieje skoficzona warto$¢ n dla ktérej réwnanie (1) jest
spetnione; n nazywamy rzedem uktadu

Dla opisu "wejscie-wyjscie” postaci

y(O) ™ =f (1) y(O)O, ...y 2(0), 20D, y(0) O, )

system jest systemem o statych skupionych, gdy mozna
znalez¢ liczby m i [ o skonhczonej wartosci



@ Systemy, w ktdrych opisie wystepuja jednocze$nie zmienne z
opdznieniem czasowym i bez opdznienia s3 nieskonczonego
rzedu (o parametrach roztozonych),

@ W przypadku systemédw dyskretnych, system jest skohnczonego
rzedu jesli jego réownanie réznicowe ma postac:

yln]= f(yln—1],y[n—2], ...,y[n—m], x[n—1], z[n—2], ..., z[n—1], n)

gdzie m i [ — liczby naturalne
@ Przyktady systeméw o statych roztozonych:
e system iopisany réwnaniem rézniczkowym
dy(t)

T ay(t —1) = z(t)

o blok opézniajacy — y(t) = z(n—T)
e system opisany réwnaniem réznicowym



