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@ Modele uktadéw hydraulicznych opisuja mechanike ruchu cieczy w
obwodach zawierajacych zbiorniki i elementy przeptywowe w postaci
rur,zaworéw, zwezek

@ Ciecze poruszaja sie pod wptywem sit, np. sity grawitacji lub réznicy
ci$niert item Natezenie przeptywu f(t) — szybko$¢ przeptywu
cieczy przez dany przekrdj obiektu

o jednostka objetosci na jednostke czasu [m?/s]
av
ft)=—-
e jednostka masy na jednostke czasu [kg/s| (w przypadku
zmiany gestosci przeptywajacego ptynu)
dm
Ft) =

@ Cisnienie ptynu p(t)[Pa] — ilorazem sity F'(t) i powierzchni A, na

ktéra dziata



Idealne Zrédto cisnienia wytwarza stata réznice cisnien
niezaleznie od natezenia przeptywu w uktadzie

Ap(t) = Aps(t) Vf(t)

Idealne Zrédfo przeptywu wymusza state natezenie przeptywu
bez wzgledu na réznice cisnien w uktadzie

f(t) = [s(t) VAp(t)

Przyktady Zrédet cisnienia i przeptywu: pompa, wieza ci$nien
Idealne Zrodta hydrauliczne mozna zrealizowaé stosujac uktady
regulacji, ktére utrzymuja stata réznice cisnien czy natezenia
przeptywu



W rzeczywistych warunkach charakterystyka typowej pompy jest

nieliniowa
Aph Aph
Pbo
w3 p(t)
>
BN J
f
(a) ®

Charakterystyke pompy mozna przyblizy¢ zaleznoscig

@
Ap(t) = poy /1 i



Opoér przeptywu jest spowodowany lepkoscia cieczy, ktéra sprawia, ze
podczas ruchu czasteczek cieczy wystepuje zjawisko podobne w skutkach
do tarcia

R — opdr hydrauliczny

R f f(t) — natezenie przeptywu
b1 P2 pi(t) — cisnienie na wlocie elementu
‘ pa(t) — cisnienie na wylocie elementu
~Ap Ap=p1 —p2
Opor hydrauliczny powoduje staty cisnienia i wyraza sie wzorem
a 10 _ 10

Ap  pi(t) — pa(t)

Opér hydrauliczny jest staty tylko przy przeptywie laminarnym
(wartwowym) kiedy strugi cieczy ptyna niezaleznie od siebie

Przy przeptywie turbulentny (burzliwym) strugi cieczy mieszaja sie
tworzac wiry i opor jest wiekszy niz w przypadku przeptywu laminarnego




l,r — dtugo$¢ i promien przekroju
przewodu
D1 pa  v(t) — predkosé przeptywu
{ . ” f(t) — natezenie przeptywu
<Tp " p1(t) — ci%nienie na wlocie elementu
Ap=pr— ps pa2(t) — ci$nienie na wylocie elementu

@ przewody taczace elementy uktadéw hydraulicznych wprowadzaja
znaczny opér powodujacy strate cisnienia

@ przy przeptywie cieczy o gestosci p przez odcinek przewodu o
dtugosci [ i promieniu przekroju r strata cisnienia

_ o lp oy
Ap(t) = bi B0 (1)

gdzie by — wspdtczynnik tarcia zalezny od charakteru przeptywu




@ wiasciwosci wspdtczynnika tarcia powoduja inne ralacje
pomiedzy natezeniem przeptywu, a réznica cisnien dla
przeptywu laminarnego i turbulentnego

@ dla przeptywu laminarnego

Ap(t) = Rf(t)

@ dla przeptywu turbulentnego

Ap(t) = Rf*()

@ w rzeczywistych uktadach przeptyw jest z reguty turbulentny




Ciecze rzeczywiste wykazuja pewng sprezystos¢ objetosciowa ktéra
opisuje prawo Hooka

Ciecz, ktéra pod ciSnieniem p zajmowala posiadata objetos¢ V/,
pod cisnieniem p + dp bedzie miata objetos¢ V — dV
dv

o= el
- v

gdzie K — modut sprezystosci objetosciowej [Pa].

Sprezystos¢ moze wykazywaé takze aparatura (zbiorniki,
przeowdy); pod wptywem wewnetrznego cisnienia aparatura ulega

rozszerzeniu
dp = K,dV

gdzie K, — sprezystoé¢ aparatury [Pa/m?]



[ — dtugos¢ przewodu
l A — pole powierzchni przekroju przewodu

LI NP2 y(t) — predkosé przeptywu
Uy f(t) — natezenie przeptywu
Ap p1(t) — cisnienie na wlocie elementu
Ap=p1 — po p2(t) — cisnienie na wylocie elementu
@ bezwtadno$¢ cieczy wynika z jej masy i ujawnia sie kiedy sita

wymusza przyspieszenie ruchu cieczy

sita bezwtadnosci F(t) = ma(t) = plAd”(t) = pl=3;~ df(t)
sita wynika z réznicy cisnien F'(t) = Ap(t)A
ostatecznie

@)

gdzie M = 2 — wspétczynnik bezwtadnosci




I F21 Ay, Ay — powierzchnie ttokéw

J_ F\(t) — sita zewnetrzna
F5(t) — sita ttoka o pow. Ay
Azl p(t) - ciénienie w prasie

Prasa hydrauliczna umozliwia przeniesienie i zmiang sity za
pomoca uktadu hydraulicznego

Sita Fi(t) powoduje, ze ttok o pow. A; przesuwa sie do $rodka
prasy o odcinek x1

Ttok o pow. Ag przesuwa sie na zewnatrz o odcinek x5(t)




Zaktadajac niescisliwosé cieczy po obu stronach prasy przesuwa sie
taka sama objetos¢ cieczy

Az (t) = Ayzo (t)

Pomijajac lepkos$¢ cieczy praca wykonana przez site F(t) jest taka
sama jak praca wykonana przez site F(t)

F1 (t)xl (t) = F2 (t)xz (t)

Stad

Ay A

Cisnienie dziatajace na oba tfoki jest takie samo




A1, As — powierzchnie ttokow
f1(t) — przeptyw wejsciowy
I I A 7T L fa(t) — przeptyw wyjsciowy
> 172~ > pi(t),p2(t) — ciénienie w komo-
v(t) — predko$¢ ruchu ttokéw

Przektadnia ttokowa umozliwia zmiane i przeniesienie cisnienia
pomiedzy uktadami hydraulicznymi polaczonymi mechanicznie

Przeptyw f1(t) powoduje ruch ttoka z predkoscia v(t)
f1(t) = Aro(t)

Ttoki potaczone s3 mechanicznie — drugi ttok porusza sie z taka
sama predkoscia

fa(t) = Azv(t)




Wykorzystujac obie zaleznoséi opisujace przeptywy uzyskujemy

[ _ fo®)

Ay Ay

W idealnej przektadni praca wykonana po obu stronach jest taka
sama (nie ma strat)

p1(t) f1(t) = p2(t) f2(t)
Stad




Réwnanie ciggtosci opisuje ruch cieczy w obwodzie o zmiennym przekroju

W kazdej chwili objetosci Vi (t) i Va(t) przeptywajace przez rézne
przekroje obwodu musz3 by¢ jednakowe
dVi(t) _ dva(t)

da  dt

Vi(t) = Va(t) =

Uwzgledniajac przekroje obwodu
A1U1 (t) = Agvz (t)

gdzie vy, vy — predkos$¢ cieczy w odpowiednich przekrojach

Z réwnania ciagtosci wynika, ze w przewezeniach ciecz ptynie szybkiej




Stan réwnowagi dynamicznej opisuje ruch cieczy w przewodzie o
zmiennym przekroju, potozonym na réznych wysokosciach

Réwnanie Bernoullego

2
P+ % + pgh = const

gdzie p — cidnienia statyczne, %~ — cidnienie dynamiczne, pgh —
cisnienie podnoszenia (g — przyspieszenie ziemskie)

Réwnanie Bernoullego opisuje zwigzek pomiedzy cisnieniem,
predkoscia i wysokoscia przeptywajacej cieczy




Zbiorniki o réznych ksztattach i sztywnej konstrukcji s typowym
elementem uktadéw hydraulicznych

fu f
fu(t) — przeptyw wejsciowy
fy(t) — przeptyw wyjsciowy
v S
f V(t) — objetos¢ cieczy
Yy
fy

Réznica natezenia przeptywu
dv
Af() = fulh) - £40) = S

Jesli zbiornik jest prostopadtoscianem
_ _dvV_ dh(t)
Af(t) = ful®) — fu(t) = & AT

gdzie A pole powierzchni dna zbiornika, h(t) — wysoko$¢ napetnienia




dl
-

Wyptyw swobodny — ciecz wyptywa ze zbiornika pod wptywem wtasnego
ciezaru

Objetos¢ cieczy wyptywajacej ze zbiornika przez otwér o powierzchni A,

AV (t)
Ay

AV (t) = Aydl = dl =

Ciecz wyptywajaca zyskuje energie kinetyczng kosztem energii
potencjalnej cieczy w zbiorniku (réwnanie Bernoullego)

pan(t) = 22 = oty = /200




dlav(t)
o) = 5 = Goa, = V29RO
I

%t) = A,v/2gh(1) = £, (t)

@ natezenie przeptywu nie zalezy od ksztattu zbiornika, ale od
powierzchni otworu wyjsciowego i poziomu cieczy

@ w przypadku zbiornika zamknetego nalezy jeszcze wzigé pod uwage

cisnienie cieczy w zbiorniku

p(0) + pon(t) = 252 = u(t) =\ [20 4 agny

stad

1(0) = Ay 220 1 29n(s)




Bilans zbiornika

dv  dV dh dh
Fu®) = Fl) = S = ST = s 2

gdzie S(h) = % — pole powierzchni zbiornika na poziomie h(t)

Z réwnania Bernoullego otrzymujemy bilans energii cieczy wyptywajacej

(t) = Ayv/29h(2)
Czyli bilans zbiornika przybiera postaé
dh
— Ay\/2gh(t) = S(h)%
\
dh
t) = Ay\/2gh(t) + S(h)

Zaleznos¢ poziomu cieczy of natezenia wptywajacej cieczy opisuje
nieliniowe réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu




Dokonujac linearyzacji w punkcie pracy (fuo, ho)

Afy = Ay, /;%OAh + S(ho) ALY

4

/ dh
Fult) = fuo = 4, ;%Oh(t) — 4, /2%0}“) + S(ho) dit)

W dziedzinie operatorowej

fu(s) = A, Z%h(s) + S(ho)sh(s)

Stad transmitancja
1
S(ho)s T A

G(s) =
2h0

Ukfad zlinearyzowany jest uktadem inercyjnym pierwszego rzedu




Zatézmy, ze wyptyw odbywa sie przez odcinek przewodu o oporze R

Bilans zbiornika
dh

Fult) = 1,0 = S

Zaktadajac, ze wyptyw ze zbiornika jest laminarny réznica cisnien na
koncach przewodu odprowadzajacego ciecz ze zbiornika

Ap(t) = Rfy(t)
gdzie Ap(t) — r6éznica cisnieh na kraricach przewodu

Na wejsciu przewodu panuje ciSnienie pgh(t) zas na wyjsciu cisnienie
atmosferyczne (0) stad

Ap(t) = pgh(t) — 0 = Rf,(t) = f,(t) = pg;;(t)

Ostatecznie

fu(t) = pgg(t) + S(h)%




A — przekrdj zwezenia

Aj — przekréj przed zwezeniem
f(t) — przekrdj za zwezeniem
C—=> P2 py(t) - ciénienie wejéciowe

pa2(t) — cisnienie wyjsciowe

Z réwnania Bernoullego otrzymujemy

n(®)+ 220 —py + 228 ()

gdzie vy (t) i va(t) — predkos¢ cieczy prze i za zwezka
Na podstawie réwnania ciggtosci
A

Al’Ul(t) = Agvg(t) = U1 (t) = A—]’Ug(t)




Po podstawieniu do () i przeksztatceniu

Ja—xz\ s

gdzie Ap(t) = p1(t) — pa(t)

Wykorzystuac ponownie réwnanie ciggtosci

v(t)A = va(t) Az = v(t) = A1 Ay 2Ap(t)

- JAT - A2 p

Natezenie przeptywu przez zwezke

F(t) = Av(t) = j;’? — \/ QA;) ® _ a\/ QA;’ ®)
V 1 2

A1 Ay

gdzie a =




@ W praktyce nie stosuje sie zwezek o zmiennym przekroju
@ Role elementéw nastawczych petnig zasuwy, klapy i zawory

@ Zalezno$¢ pomiedzy przeptywem f(t), a spadkiem ci$nienia Ap(t)
jest nastepujaca

gdzie v — wzgledna gestos$¢ przeptywajacej cieczy, K — wspotczynnik
normalny przeptywu

@ Wspotczynnik normalny zaworu zalezy od przesuniecia trzpienia
zaworu — charakterystyka wewnetrzna zaworu




|
e a — liniowy
. b — pierwiastkowy
b ¢ — stafoprocentowy
@ d — hiperboliczny
4 e — szybko otwierajacy sie
i
1 x=/xm

K, — warto$¢ K przy otwartym zaworze

T, — maksymalne przesuniecie trzpienia przy otwartym zaworze
—
Tw = 7,




Zawoér | Charakterystyka
liniowy K = K,,xy
pierwiastkowy K = K,v/x1
statoprocentowy K = K,,o*w~1
K
hiberboliczny K= u
a(l — zy) + xy
szybko otwierajacy sie K=-"" Kk,
Ty +




5” N fy A — pole pow. ttoka roboczego
x — przesuniecie konca dzwigni
y — przesuniecie ttoka roboczego
| u — przesuniecie ttokdw sterujacych
— A l1,1ly — dtugosci ramion dzwigni
P p(t) — cisnienie oleju
h — wysokos¢ okna sterujacego (b x h)

Przesuniecie ttoczkéw sterujacych (za pomoca dzwigni) powoduje doptyw
oleju do komory roboczej

Pod wptywem oleju ttok roboczy przesuwa sie wspomagajac ruch dzwigni




W chwili ¢ = 0 przesuwamy koniec dzwigni; przesuniecie u(t)

la
I+ 12

Il
Iy 412

u(t) = (t) — y(t)

Przesuniecie dzwigni powoduje otwarcie jednego z okien sterujacych
S(t) =bu(t), —h<u(t)<h
gdzie S(t) — powierzchnia otwarcia okna sterujacego

Natezenie przeptywu cieczy przez okno sterujace

av() _ ,dy®)

t
0= ()
Zgodnie z réwnaniem Bernoullego po otwarciu okna sterujacego
2
v (t 2p(t
p(t) = 220 o o) = —”/f )

Stad natezenie przeptywu mozna alternatywnie wyrazi¢ w postaci

10 = bu(®yo(©) = bu(o)y 222 02O (B a) - Lmy)) (o)




Poréwnujac (*) z (*x) (réwnanie ciagtosci) otrzymujemy

dy(t) . 2p ( lo _ 11 )
A =05 gt ® - pv®
dy(t) 2p l1 2p l2
Ay [P gy =, [P t
a T SRt ® L nt®

W dziedzinie operatorowe;j

2p b _ % l2
y(s) (sA—l—b,/ o b +l2> = x(5)by o hth

2p l2
b 0+ s k
G(s) = e -
Atb % Iy Ts+1
° p i+l

o e o Al +lz) [p
gdzie k = I = oL %

czyli

stad




c A — pole pow. ttoka roboczego
I ‘u Iy Tyl x — przesuniecie konca dzwigni

— y — przesuniecie ttoka roboczego

aﬁ , BY _ S .

Y1 — rozciagniecie/Scisniecie sprezyny
y u — przesuniecie ttokéw sterujacych
I l1,1ly — dtugosci ramion dzwigni

- 1 p(t) — cisnienie oleju

p h — wysoko$¢ okna sterujacego (b x h)
C — wspdtczynnik sztywnosci sprezyny

B — wspétczynnik tarcia lepkiego

Serwomotor dodatkowo wyposazony jest w podsystem mechaniczny
(sprezyna i ttumik)

Podsystem mechaniczny utatwia przesuniecie dzwigni w kierunku
przeciwnym do poczatkowego




Réwnanie ruchu ttokéw sterujacych

b I
u(t) = 2a() =
Réwnanie podsystemu mechanicznego
dyi(t) _ pdy(t)
() +B=5= = B=4

Z réwnania ciagtosci (przyktad poprzedni) otrzymujemy

bou(t) = dz:l—it), v = const

(2
dy(t)

b i B
bu(t) (ll 2 at) — yl(t)) = 4%




W dziedzinie operatorowe;j
Cyi(s) + sByi(s) = sBy(s)
1 (s) - 2 (s) = sAY(s)

li+ 12

buly sB (5) + sAy(s)

stad
bvlz x(s) _
I+ 12 _l1+l2C'+sBy
Transmitancja
bvl2
Gl — Dhth _ bola(C + sB)
At buly sB S(SAB(ll + lz) —+ AC(ll =+ lz) + (b’l}ll)B)
l1+1C+sB
ostatecznie 14T
Gls) = ks(l + sT5)
. bula B AB(ll aF l2)
gdzie k = ==, Tp =
A(ll + l2) + llbva C AC(ll =+ lz) + Blibv




A — pole pow. ttoka roboczego

I A I x  x(t) — przesuniecie tfoka

" R, — opér hydrauliczny zaworu
Ap(t) — réznica cisnien

Ap,(t) — spadek cis$nienia na zaworze
f(t) — natezenie przeptywu cieczy

) =

l R, Ap
Ap,

Ruch cieczy jest wymuszany przez zewnetrzne cisnienie Ap, ktére musi
pokonaé opory przeptywu (R.)

Z bilansu ci$nien otrzymujemy

Ap = Apr

Spadek ci$nienia na zaworze zalezy od natezenia przeptywu i oporu
hydraulicznego (przeptyw laminarny)

Apr = sz(t)




Natezenie przeptywu

=0 _ 0
Ostatecznie
Ap(t) = Rof (1) = R.AT
W dziedzinie operatorowej
Ap(s) = R, Asxz(s)
Stad transmitancja modelu
Gls) = Aﬂcggz) - RzlAs

Jest to czton catkujacy idealny




':DQ% A — pole pow. ttoka roboczego
x(t) — przesuniecie ttoka

AAAL A z R.—opor hy.drau.licz.ny zaworu
Ap(t) — réznica cisnien
C — wsp. sprezystosci sprezyny

i
s 7  f(t) — natezenie przeptywu cieczy
R, Ap

Catkowity strumien cieczy o natezeniu f(t) rozdzielany jest w sitowniku
na dwa strumienie o natezeniach fi(t) i fa(t)

f@t) = fr(t) + falt)

Strumien fo(t) pokonuje opér R, co wywomuje powstanie réznicy cisnien

Aprz2 = szQ(t)




Strumien f(t) pokonuje opér 2R, (dwa zawory) co wywomuje powstanie
réznicy cisnien
Ap,, = 2R, f(t)
Stad bilans cisnien
Ap(t) = Apr; + Apra2
Spadek cisnienia Ap,..o stanowi réznice cisnienia na ttoku roboczym,

ktéra przeciwstawia sie sile sprezystkosci sprezyny

C

ABp..z = Ca(t) = AR.fo(t) = Cal(t) = folt) =

x(t)
Zalezno$¢ miedzy natezeniem przeptywu fi(t) i ruchem ttoka

dz(t)
dt

i) =A
Stad przeptyw catkowity

dx(t) C
a T artW

fit)=fit)+ fa(t) = A




Ostateczna postaé bilansu ci$nien

da(t)  3C
at A

Ap(t) = 2R, f(t) + R. fa(t) =

x(t)

W dziedzinie operatorowej

Ap(s) = 2R, Asz(s) + Eac(s)

A
Transmitancja
x(s) 1 k
G(s)
Ap(s) 9R. As +£ Ts+1
A
: A 2A%R,
gdmek-i,T— 30




